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Résumé

Nous montrons comment donner à la théorie des hérissons (c’est-à-dire, des différences géométriques de corps c
Rn+1) un caractère général. Nous montrons en particulier comment étendre la théorie aux polytopes pour lesquels nou
une notion d’hyperbolicité faible (resp. forte) dansR3. Pour finir, nous considérons le problème de Minkowski généralisé.Pour
citer cet article : Y. Martinez-Maure, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We show how it is possible to give a general character to the theory of hedgehogs (i.e., of geometric differences o
bodies ofRn+1). In particular, we show how it is possible to extend the theory to polytopes for which we study notions o
and strong hyperbolicity inR3. Finally, we consider the extension of the Minkowski Problem.To cite this article: Y. Martinez-
Maure, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Introduction

L’ensembleKn+1 des corps convexes de l’espace vectoriel euclidienRn+1 peut être muni de l’addition d
Minkowski et de la multiplication par les nombres réels� 0. Comme ces lois n’en font pas un espace vectoriel f
de soustraction, il est naturel d’envisagerKn+1 comme un cône convexe de son symétrisé pour l’addition, c
à-dire de l’espace vectorielHn+1 des différences formelles de corps convexes deR

n+1. La théorie des hérisson
consiste à : (1) considérer toute différence formelle de corps convexes comme une hypersurface ; (2) é
volume mixteV : (Kn+1)n+1 → R en une forme(n + 1)-linéaire symétrique surHn+1 ; (3) envisager la théorie d
Brunn–Minkowski dansHn+1. L’intérêt de cette théorie peut être illustré par deux principes : (1) étudier les
convexes en les décomposant en une somme de hérissons pour mettre leur structure en évidence ; (2) g
des problèmes d’analyse en considérant des fonctions réelles sur la sphère unitéS

n deR
n+1 comme des fonction
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support de hérissons (ou d’hypersurfaces plus générales). Le premier de ces principes a par exemp
d’infirmer une vieille caractérisation conjecturée de la sphère [5] et le second de donner une preuve géo
du théorème de Sturm–Hurwitz [7]. Le lecteur trouvera d’autres applications de la théorie des hérissons d

Geppert avait proposé dès 1937 d’étendre la théorie de Brunn–Minkowski aux différences géométri
corps convexes deR2 et R3 [2] mais l’intérêt de cette extension ne semble pas avoir été perçu. En
Langevin, Levitt et Rosenberg ont considéré une généralisation naturelle des corps convexes de cC2+
(i.e. de bordC2 et à courbure de Gauss> 0) dansRn+1 [3]. Le bord d’un tel corps est déterminé p
sa fonction supporth ∈ C2(Sn;R) comme enveloppe de la famille d’hyperplans d’équation〈x,u〉 = h(u),
où 〈·, ·〉 est le produit scalaire standard. Or, cette enveloppe est bien définie comme une hype
(éventuellement singulière) pour toute fonctionh ∈ C2(Sn;R) (qu’elle soit la fonction support d’un corp
convexe ou pas). Langevin, Levitt et Rosenberg appelèrent hérissons de telles enveloppes et ils ob
que la théorie de Brunn–Minkowski pouvait être étendue à ces hérissons (de fonction supportC2) [3].
L’auteur travaille depuis à cette extension [6]. Les hérissons (de fonction supportC2) s’identifient aux différence
formelles de corps convexes de classeC2+. Nous verrons comment donner un caractère général à la théo
considérant des différences géométriques de corps convexes quelconques. Dans la Section 3, nous con
le cas des polytopes. Nous étudierons en particulier une notion de polytope hérisson faiblement (resp. fo
hyperbolique dansR3. Dans la Section 4, nous considérerons l’extension du problème de Minkowski.

2. Les hérissons

Les hérissons généraux deRn+1 peuvent être définis par récurrence surn. Pour le comprendre, rappelons qu
(1) Tout corps convexeK ⊂ Rn+1 est déterminé par sa fonction supporthK(u) = sup{〈x,u〉 | x ∈ K} ; (2) Pour tout
u ∈ Sn, l’ensemble support deK de vecteur normalu est défini parKu

h = {x ∈ K | 〈x,u〉 = hK(u)} et peut s’écrire
{hK(u)u} + Ku

h , où Ku
h est le convexe deu⊥ de fonction supporth′

K(u; v) = limt↓0[hK(u + tv) − hK(u)]/t ;
(3) Le bord deK est constitué de ses ensembles supportKu

h ; (4) Additionner des corps convexes deR
n+1 revient

à additionner leurs ensembles support (resp. leurs fonctions support). Notre définition des hérissons va
pour l’essentiel à remplacer les « ensembles support » par des « hérissons support ».

NotonsHn+1 le sous-espace vectoriel engendré par l’ensembleKn+1 des fonctions support de corps conve
deRn+1 dans l’espace des fonctions réelles continues surRn+1. À toute fonction deHn+1 (qui s’identifie à l’espace
vectoriel des différences formelles de corps convexes deRn+1), nous associons une réalisation géométri
convenable en procédant par récurrence surn ∈ N∗ :

Définitions. Pour tout h ∈ H1, notonsHh et appelons hérisson de fonction supporth, le segment orient
[h(−1), h(1)]. Étant donnén � 1, supposons que la notion de hérisson de fonction supporth ∈ Hk a été définie
pour k = n. Pour touth ∈ Hn+1, associons alors à chaqueu ∈ Sn, le hérissonHu

h de u⊥ de fonction suppor
h′(u; v) = limt↓0[h(u + tv) − h(u)]/t . NotonsHh et appelons hérisson de fonction supporth, la donnée de
l’ensemble des « hérissons support »Hu

h = {h(u)u} + Hu
h , oùu ∈ Sn.

Remarque 2.1. Lorsque la restrictionhS de h à S
n est C1, Hh peut se voir comme l’enveloppe de

famille d’hyperplans d’équation〈x,u〉 = hS(u). L’application xh :Sn → Rn+1, u �→ (∇h)(u) en est alors une
paramétrisation naturelle. SihS est C2, elle s’interprète comme la réciproque de l’application de Gauss e
sens qu’en tout point régulierxh(u), le vecteuru est normal àHh.

Remarque 2.2.Pour touth ∈ H2, Hh définit une courbe rectifiable orientée deR2 dont la longueur et l’aire
algébriques sont respectivement définies parl(h) = ∫ 2π

0 h(θ)dθ et a(h) = 1
2

∫ 2π

0 (h(θ)2 − h′(θ)2)dθ , où h(θ) =
h(cosθ,sinθ). Notons quea(h) est aussi l’intégrale surR2 − Hh de l’indice ih(x) d’un pointx ∈ R2 − Hh par
rapport à la courbe orientéeHh ; cela peut se vérifier en considéranta(h) comme une différence de deux aires.
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On peut vérifier queih(x) = 1 − 1
2nh(x), où nh(x) est le nombre de droites support orientées deHh passant

parx, i.e. le nombre de zéros de la fonctionhx :S1 → R, u �→ h(u) − 〈x,u〉. Naturellement,l(h) et a(h) sont la
longueur et l’aire deHh si h ∈ K2.

3. Les polytopes hérissons

On appelle polyèdre (resp. polytope) convexe deRn+1 toute intersection finie de demi-espaces fermés deRn+1

(resp. tout polyèdre convexe borné deRn+1). Les polytopes convexes deRn+1 sont les corps convexes deRn+1

dont la fonction support est linéaire par morceaux (relativement à une subdivision deR
n+1 en cônes polyédrau

dont l’origine est le sommet). Nous appellerons polytope hérisson deRn+1, tout hérisson pouvant s’écrire comm
une différence de deux polytopes convexes deRn+1, c’est-à-dire tout hérisson dont la fonction support est liné
par morceaux. Dans cette Note, nous nous intéressons plus particulièrement aux polytopes hérissons deR3 :

Définitions.SoitHh un polytope hérisson deR3. Pour toutu ∈ S2, l’union du hérisson supportHu
h = {h(u)u}+Hu

h

et de son intérieurIu
h = {h(u)u} + {x ∈ u⊥ − Hu

h | ih′(u;·)(x) �= 0} est notéeFu
h et appelée face deHh associée

à u si Iu
h �= ∅. L’aire algébrique deHh est définie comme la somme des aires algébriques de ses faces, s

a(h) = ∑
u∈N (h) au(h), où au(h) = a[h′(u; ·)] et N (h) = {u ∈ S2 | Iu

h �= ∅}. Étant donnéu ∈ N (h), tout
h(u)u + x ∈ Iu

h sera considéré comme un point de multiplicité|ih′(u;·)(x)| deFu
h où la normale àHh est dirigée

par sgn[ih′(u;·)(x)]u, où sgn[t] = t/|t|. Cela permet de considérerHh comme une surface transvalement orien
de R3 dont le volume algébrique est défini parv(h) = ∫

R3−Hh
ih(x)dλ(x), où ih(x) est le nombre algébriqu

d’intersection de presque toute demi-droite orientée d’originex avecHh etλ la mesure de Lebesgue surR3.

Remarque 3.1.Le volume d’un polytope hérissonHh ⊂ R3 est donné parv(h) = 1
3

∑
u∈N (h) h(u)au(h), comme

pour tout polytope convexe deR3.

Remarque 3.2.Pour tout hérisson de fonction supportC2 surS2 et tout polytope hérissonHh ⊂ R3, nous avons
ih(x) = r+

h (x) − r−
h (x), où r−

h (x) (resp.r+
h (x)) est le nombre de régions maximales deS2 où hx :S2 → R, u �→

h(u) − 〈x,u〉 est <0 (resp.>0). Notons quech(x) = r−
h (x) + r+

h (x) − 1 est le nombre de courbes fermé
simples formanth−1

x ({0}) sur S2. L’intérieur et l’intérieur apparent d’un polytope hérisson (resp. d’un héris
de fonction supportC2 surS2) Hh ⊂ R3 peuvent être définis par respectivementIh = {x ∈ R3 −Hh | ih(x) �= 0}
etJh = {x ∈ R3 −Hh | jh(x) �= 0}, oùjh(x) = 1− ch(x). Nous avonsIh ⊂ Jh et cette inclusion peut être stricte
considérer le hérisson de fonction supporth(x, y, z) = z3, où (x, y, z) ∈ S

2 ⊂ R
3.

4. Polytopes faiblement (resp. fortement) hyperboliques

Définition 4.1. SoitHh ⊂ R3 un polytope hérisson etSh sa représentation sphérique, i.e. le graphe constitué
pointsu ∈ S2 tels queh n’est pas linéaire au voisinage deu dansR3. Supposons que pour tout couple(u, v) ∈
N (h)2 de sommets adjacents deSh, nous avonsu + v �= 0. Nous dirons alors queHh est faiblement hyperboliqu
si ses hérissons support sont tous d’indice� 0, c’est-à-dire si :∀u ∈N (h),∀y = h(u)u + x ∈ Iu

h , ih′(u;·)(x) < 0.

Une manière de concevoir des polytopes hérissons faiblement hyperboliques est de discrétiser des hé
fonction supportC2 surS2 en réduisant chaque région elliptique à une arête. Les arêtes issues d’une régio
tique ont alors la particularité d’être représentées par un arc de cercle de longueur> π surS2 ; nous les qualifie-
rons d’elliptiques. La Fig. 1(a) représente la discrétisation d’un hérisson de révolution (à une région hyperb
deux régions elliptiques) en un polytope hérisson faiblement hyperbolique (à 6 sommets, 8 faces et 12 arêt
en gras, sont elliptiques) symétrique par rapport à 3 droites orthogonales (dont l’axe de révolution). La F
donne sa représentation surS2. Un exemple très simple est donné par le « tétraèdre hyperbolique » de G. Pan
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(a) (b)

Fig. 1. Un exemple de polytope faiblement
hyperbolique.

(a) (b) (c)

Fig. 2. Un exemple de polytope hérisson fortement
hyperbolique.

Définition 4.2.Un polytope hérisson faiblement hyperboliqueHh ⊂ R3 est dit fortement hyperbolique s’il n’adm
pas d’arête elliptique, i.e. si toutes ses arêtes sont représentées surS2 par un arc de grand-cercle de longueur<π .

Théorème 4.3.Il existe un polytope hérisson de R3 fortement hyperbolique.

Un exemple de polytope hérisson fortement hyperbolique (à 14 sommets, 24 faces et 36 arêtes) peu
être obtenu par une discrétisation du contre-exemple construit dans [5]. Il est constitué d’une partie cen
Fig. 2(a)) et de 4 bonnets croisés (cf. Fig. 2(b)). Ce polytope est symétrique par rapport à deux plans orth
(d’équation cartésiennex = 0 ety = 0) et deux droites orthogonales (d’équationsx − y = z = 0 etx + y = z = 0).
La Fig. 2(c) donne sa représentation sphérique vue d’un point de la droite d’équationsx = y = 0.

5. Extension du problème de Minkowski

Le problème de Minkowski est la question de l’existence, de l’unicité et de la régularité d’une hypers
convexe deRn+1 de courbure de GaussK (ou de mesure d’aire) prescrite surSn. Le lecteur trouvera plu
d’informations et un théorème d’existence, d’unicité et de régularité dans [1] et [9]. Ce problème pe
étendu aux hérissons de fonction supportC2 sur Sn car l’inverse de leur courbure de Gauss se prolonge
continuité àSn. Si K change de signe, il équivaut à la question des solutions d’une EDP de Monge–A
changeant de type surSn (et non plus elliptique). La condition nécessaire

∫
Sn (1/K)(u)udu = 0 n’assure plus

l’existence d’une solution même siK change de signe « proprement » [4]. En outre, l’unicité de la solu
éventuelle n’est plus assurée (considérer par exemple les hérissonsf (u) = exp(−1/z2) et g(u) = sgn(z)f (u), où
u = (x, y, z) ∈ S2 ⊂ R3). Le problème s’étend à des hérissons plus généraux en termes de mesure d’aire alg
Dans le cas des polytopes hérissons deR3, la condition nécessaire

∑
u∈N (h) au(h)u = 0 n’assure plus ni l’existenc

ni l’unicité de la solution. En revanche, le théorème d’existence et d’unicité peut être étendu aux hérisso
les plus généraux en termes de mesure de longueur algébrique.
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