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Résumé.

Abstract.

Il est conjecturé depuis longtemps queSsest une surface convexe fermée de clage

dont les courbures principalds,, K, vérifient I'inégalité (K, — ¢)(K2 — ¢) < 0 pour

une constante:, alors S est une sphére. Des résultats partiels ont été obtenus par
A.D. Aleksandrov, H.F. Miinzner et D. Koutroufiotis.

Nous reformulons la conjecture en termes de hérissons et nous donnons un contre-exemple.
En outre, nous prouvons la conjecture pour les surfaces de largeur constante et donnons
une nouvelle preuve pour les surfaces analytiquez001 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

A counter-example to a conjectured characterization of the sphere

It has long been conjectured that a closed convex surface of €lassvhose principal
curvaturesK, K satisfy the inequality X1 — ¢)(K2 — ¢) < 0 with some constant, must

be a sphere. Partial results have been obtained by A.D. Aleksandrov, H.F. Minzner and
D. Koutroufiotis.

We reformulate the conjecture in terms of hedgehogs and we give a counter-example.
Besides, we prove the conjecture for surfaces of constant width and give a new proof
for analytic surfacesd 2001 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

1. Introduction

Il est conjecturé depuis longtemps qu’une surface convexe fermée de clagse. C* et & courbure
de Gauss> 0) dont les courbures principalek;, K, vérifient I'inégalité (K1 — ¢)(K2 — ¢) < 0

pour une constante, est nécessairement une sphére. Pour les surfaces analytiques, cela fut établi |

A.D. Aleksandrov [1,2] et H.F. Mlnzner [7]. La conjecture est aussi Vérifiée pour les surfaces d

révolution [6] et plus généralement pour celles qui admettent une projection orthogonale circulaire [3].
Cette Note reformule la conjecture en termes de hérissons et donne un contre-exemple. La notior

hérisson généralise celle de corps convexe de clﬁésé\ tout corps convexd C R"*+! est associé une
fonction supportiy : S — R, p — hi(p) = max{(m,p) | m € K}. LorsqueK est de class€? , hx
estC? et détermine le bord d& comme enveloppe de la famille d’hyperplans d’équatiomp) = hx (p).

Une fonctionh € C?(S™;R) n’est pas nécessairement la fonction support d’'un corps convexe, mais o

peut toujours lui associer I'envelopgég, de la famille d’hyperplans d’équatiof,p) = h(p). Cette

Note présentée par Marcel BERGER.
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enveloppe est paramétrée pay: S* — R**L, p — (gradh)(p) + h(p)p. L'application z;, s'interpréte
comme l'inverse de I'application de Gauss Hg : toute partie réguliére dé{;,, admet une orientation
transverse pour laquelleest le vecteur normal ey, (p). LhypersurfaceH;, a été appelée le hérisson de
fonction support: par R. Langevin, G. Levitt et H. Rosenberg [4].

Soit S une surface convexe fermée de cIaS?D?g dont les courbures principales,, K, vérifient
l'inégalité (K; — ¢)(K2 — ¢) < 0 pour une constante. En posantr = ¢!, l'inégalité peut s’écrire
(R —r)(R2 —r) < 0,00 Ry, Ry sont les rayons de courbure principaux.gleNotons f la fonction
support deS. Commexz; : S* — S est I'inverse de I'application de Gauss e R (p), Ra(p) sont les
valeurs propres de son application tangente@eBn posant. = f — r, on en déduit quéR,(p) — ),
(R2(p) —r) sont les valeurs propres de I'application tangentg &np, c’est-a-dire les rayons de courbure
principaux deH;, enzy, (p). La conjecture peut donc étre reformulée comme suit :

«Un hérisson’H;, C R* dont la fonction de courbure?,(p) = dét(T,x) est < 0 sur S? est
nécessairement réduit a un poisnt.

L'étude des projections d&(;, nous renseigne sur la représentation sphérique des singularités. Not
obtenons les résultats partiels connus et une preuve pour les surfaces de largeur constante. Dans |
général, la méthode bute sur I'existence de singularités du type « bonnet croisé ». Nous exhibons un bol
croisé hérisson a fonction de courbsré (modelé suS? moins un demi-cercle). Enfin, nous formons un
hérisson non trivial a fonction de courbuge surS2. Par dualité projective, cela entraine I'existence d’'une
2-sphéreC?-plongée dan§? avec une courbure extrinséqge mais non totalement géodésique.

2. Etude des cas particuliers

Etant donné un hérissol;, ¢ R"*!, l'indice i, (z) est défini pour toutr € R"*! — H;, comme le
nombre algébrique d'intersection d’'une demi-droite orientée d’origirevec le hérisson muni de son
orientation transverse (nombre indépendant de la demi-droite pour un ouvert dense de directions).
fonction de courbure d’un hérissét, C R? peut étre reliée a l'indice des hérissons plans déduitd de
par projection orthogonale. Pour toutc S?, la restriction deh au cercleS., = S? N n' est la fonction
supporth,, du « projeté » dét;, surn' : H;,, = (7, ox)(SL), our, estla projection orthogonale sut-.
L'indice de ce projeté vérifie :

THEOREME 1 ([5]). —Toute valeur réguliérer de la restriction der, o x;, a 'hémisphéreS? =
{p € S*| (p,n) = 0} vérifie iy, (z) = v (z)T— vi(z)~, ot v} (z)" (resp.v}(z)~) est le nombre de
p €S2 tels quer, (p) est un point elliptiquéresp. hyperboliquede H;, situé sur la droite{z} + Rn.

Par conséquent, $i(;, est a fonction de courbure0 sans étre réduit & un poir,, est< 0 et non
identiquement nul. Commg,, est> 0 si Hj,, est un cercle ou un point, cela établit la conjecture pour
les surfaces admettant une projection orthogonale circulaire. Le corollaire suivant utilise la notion «
point d’'un hérisson. A tout hérissol;, ¢ R"*! correspond une pseudo-métrique définie Stirpar
pr(p,q) = inf ({L(zn 07) |7 € Cpq}), 0UC,, est'ensemble des ar€s' par morceaux d’extrémités ¢
et L(xy, o) lalongueur dery, o . Un point deH,, est par définition un point d&™/ ~) = {[p] | p € S"},

ol p ~ ¢ si et seulement spy, (p, ¢) = 0, muni de la métriquel, ([p], [¢]) = prn(p, ¢). Mais par souci de
simplicité, on ne distinguera pas toujo(et sa réalisation géométrique (p).

COROLLAIRE 1.-SiH;, C R? est a fonction de courbueg 0, alors: (i) pour toutz € nt — Hj, , il
existe exactement2i,, (x) points de;, dont la réalisation géométrique se trouve sur la drdiig +Rn ;
(i) pour toutx € Hy,, , tout point del;, dont la réalisation géomeétrique est sur la drofte} + Rn est la
classe d’un point du cerclg! = S? Nn*.

Soit H;, un hérisson d&®™*+1. On dira ques € x;,(S™) est un point extrémal d&(;, dans la direction
u € S™ si (xp(p), u) < (s,u) pour toutp € S™.
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LEMME 1.-Soits un point extrémal dé{;, C R? dans la directiomn € S*. SurS!, les composantes
connexes de;, ' (s) sont séparées entre elles parn,n}.

Démonstration. -On peut supposes = (0,0) et n = (0,1). La droite support de vecteur normal
ug = (cosf,sinf) ¢ {—n,n} coupe alorg* au point(z(#),0), ouz(#) = h(ug)/ cosd. Sil'intérieur d'un
arc' C S! d’extrémitésa, 3 € z;, *(s) ne rencontre paé—n,n}, alorsI' C z;, *(s). En effet, on a alors

z(0) — 0Siug — aoup, 2’ (0) = (zn(ug),n)/ cos* <0 siug €T — {a, 3}, etdonch =0 surl'. O

THEOREME 2. —Soit H;, C R? un hérisson a fonction de courbure 0. Si H;, n'est pas un point,
alors H;, admet dans une directionc S?, un point extrémas dont la représentation sphériqu@jl (s) ne
rencontre pas I'un des demi-cercles reliant an surS?2.

Démonstration. -Si H;, n’est pas un point, il existe une directiore S? dans laquellé{;, a deux points
extrémaux distincts; et s,. Posong = (s — s1)/||s2 — 51| et considérons le projeté de;, surp*.
La projection commune de s; et sy est un point extrémal d&(;,, dans la directiom. Une composante
connexe der;, ' (s) ne peut rencontrer & la fois, ' (s1) etx; ' (s2) carH, ne peut contenir le segment
[51,82]. OF, 2}, *(s1) etz ' (s2) rencontrentc,jpl(s) (corollaire 1) et les composantes sont séparées entre

ellgs par{—‘n, n} surS}, (lemme 1), doncx,jl(sl) (resp.x,jl(SQ)) ne rencontre pas I'un des demi-cercles
reliant—n an surS). O

Un hérissori;, c R"*! est dit analytique (resp. projectif) si sa fonction supoest analytique (resp.
antisymétrique : pour toyte S™, h(—p) = —h(p)).

THEOREME 3. —SiH;, C R? est un hérisson analytiqugesp. projecti) a fonction de courbure< 0,
alors H;, est un point.

Démonstration. -Soit s un point extrémal d&{;, dans une direction € S? et[m] un point de};, donts
est la réalisation géométrique. D’aprés le théoréme 2, il suffit de vérifierrglies) rencontre chaque
demi-cercle reliant-n an surS?. D’apres le corollaire 1] rencontre chaque grand-cercle passantipar
Si H,, est projectif,x;l(s) est invariant par antipodie et le résultat s’ensuit. Suppostnanalytique et
non réduit & un point. Comme: S? — R, u +— (x5,(u),n) est analytique, les composantes connexes de
o(u) = (s,n) sont constituées d’un point ou d’un arc fermé simple ou du plongement d’'un graphe conne:
dont tous les sommets sont de degré pair [8]. Not@rezlle qui contienfm]. Comme[m] rencontre tout
grand-cercle passant paiet rencontre au plus une fois tout demi-grand-cercle joigrand n (lemme 1),
C rencontre{ —n,n} ou C est un arc fermé simple séparant etn surS?. Or, C' C z; *(s) (sinon un
projeté deH;, contient un segment non trivial), domg1 (s) rencontre chaque demi-cercle reliant an
surS?, en contradiction avec le théoréme 23

COROLLAIRE 2.—La conjecture est vérifiée pour les surfaces analytiquesp. de largeur constanjte

Démonstration. e cas analytique est immédiat. Lorsgti@st de largeur constante= f — r est de
la formeg + k, ol g est antisymétrique ét constante. On a alol8;, = R, + 2kR; 4 + k?, OUR(; 4 est
la moyenne des rayons de courbure principauk{geOn en déduit qué{;, est projectif en observant que
linégalité R;, < 0 prise en deux points singuliers antipodauxigedonnek? < 0. O

3. Un contre-exemple

Ni la méthode du paragraphe 2, ni les travaux antérieurs ne peuvent prendre en compte I'existe
de singularités du type bonnet croisé. L'applicatin R? — R?, (u,v) — (z,y,2) = 7*(u, 1,uv), ou
r = vu2 + v2, définit un bonnet croisé pouvant étre vu comme un hériggpiimodelé sur la sphéig?
privée du demi-cercle = 0, = < 0) a fonction de courburg 0. SurS?, le lieu singulier deH;, est le
demi-cercley = 0, > 0. Représentation sphérique du point extrémal dans la diregtiori0, —1,0), ce
demi-cercle ne rencontre pas les géodésiqué¥ dgii relient—n an par 'hémisphére: < 0. La méthode
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du paragraphe 2 ne peut donc pas prendre en compte de telles singularités. La partie régtligreRie
est la portiony > 0 de la surface algébrique d’équatiefiy® — (z* + 3%22)? = 0. Elle peut donc étre
obtenue en recollant le graphe fier, y) = (z/y)\/y5/? — 22 & son symétrique par rapport au ptas: 0.
Les vérifications ne présentent aucune difficulté particuliere. Cet exemple prouve au passage qu’un héri
non analytique peut admettre une paramétrisation analytique.

Cet exemple suggére d’assembldyonnets croisés pour former un hérisson a fonction de cougbQre
surS?. Commencons par recoller le graphe de

f(z,y) = R — _;:43/_ e \/(1 —xt —y4)5/2 — 2522y (2% + 8 + 3(a* + y* — aty?) +1)1/2,

ol (z,y) € D = {(u,v) € R? | [u[*/> + |[v]|*/®> <1}, & son symétrique par rapport au plas: 0 (noter que
le radical s’annule précisément sur le bordldle La surface obtenue est formée de quatre bonnets croisés
mais présente de la courbued). Afin d’éliminer cette courburg: 0, ajoutons & une fonction de la forme
g(z,y) = a(x® — y?) + b(z* — y*), aveca # 0 eta + 6b = 0 pour que le graphe de¢: D — R ait une
courbure< 0 hormis aux singularités de son bord. Autrement dit, considérons la famille & un paramet
de surface¢sS;):cr: définie par X, : D x {-1,1} 5 R3, (z,y,e) — (z,y,(a? —9?) — t(=* —y*) +
tef(z,y)).

Les calculs sur ordinateur montrent I'existence d’un intervalle de valeutspber lesquellesS; est
une surface a courbure de Gauss. Parmi ces valeurs, nous prendns 1/12. La surfaceS,; ;;, est une
portion de surface algébrique. Elle est symétrique par rapport aux plartsety = 0 et par rapport aux
droiteszt =y =0etz =0,z =y (resp.z = —y). Comme elle est le recollement de deux graphes au-dessu:
de D (dont le bord est le hérisson de fonction supp@ftv) — uv(u* + v*)~4, (u,v) € S' C R?),
la stricte négativité de sa courbure de Gauss (et donc l'injectivité locale de son application norma
implique qu’elle peut étre vue comme un hérisggpn Etudions sa classe de différentiabilité. Les calculs
sur ordinateur montrent que le lieu singulierdg est formé suf? des4 demi-cercles : (iBz + 4z =0,
y=0; (i) 3y —42=0,2>0; (ii) 3z —42=0,y <0; (iv) 3y + 4z =0, x < 0. On vérifie d’'emblée
que h estC> hors ce lieu singulier e€' sur S? (noter quex;, est la restriction &2 du gradient de
o(u) = ||ullh(u/||ul]), u € R® — {Ogs}). On prouve alors qué estC? surS? en notant que su$?, les
valeurs propres déhess ¢)(p) (0 et les rayons de courbure principaux®g enxy (p)) tendent ver$) au
lieu singulier (les calculs montrent qu®, et i, ;) tendent ver$ au lieu singulier).
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