Probléme

Ce probléme est constitué de 4 parties largement (mais pas totalement)
indépendantes. Le candidat est invité & traiter en priorité les questions 1 et 2
de la partie A qui lui seront utiles dans ’ensemble du sujet.

Pour tout n € N et tout k € [0,n], on note By, ; (X) ou simplement B,, ; le
polynoéme

(1),

n
ol les (k:) sont les coefficients binomiaux, si bien que 'on a , pour tout ¢t € R,

n!
"k (n— k)

Ces polyndmes sont appelés polyndomes de Bernstein. L’objet de ce prob-
leme est d’étudier la famille formée par l’ensemble de ces polynomes et son
utilité dans les applications sous différents aspects (algébriques, probabilistes,
géométriques et analytiques).

B (1) -t

Partie A. Généralités sur les polynémes de Bernstein

1. Premiéres conséquenses des définitions.

a. Les racines de B, (X) et le signe de la fonction B,, i, () sur [0,1].

a. i. Donner les expressions de By o (X), Byo (X) et By, (X).
On as Boo (X) = 1, Buo (X) = (1— X)" et Bun (X) = X"
a. ii. Expliciter les racines de B,, x (X) en fonction de n € N et de k € [0, n].

By est constant égal & 1 et ne s’annule donc pas.
Bpo(X)=(1-X)" sannule en 1 et seulement en 1 pour tout entier n > 1.
By, (X) = X" s’annule en 0 et seulement en 0 pour tout entier n > 1.

By (X) = (Z) X*(1—X)"" gannule en 0 et en 1, et seulement en 0 et
en 1, pour tout (n,k) tel que k #0, n > 1 et k < n.
a. iii. Etudier le signe de la fonction B, j (¢) sur [0,1] en fonction de n € N et de k € [0, n).

Dans tous les cas, By, i (¢) est > 0 sur [0, 1] comme produit de facteurs > 0
sur [0,1], et By, 1 (t) est > 0 sur |0, 1[ comme produit de facteurs > 0 sur ]0, 1].

b. Les polynémes de Bernstein d’'un méme degré forment une partition de l'unité.

Démontrer que, pour tout n € N, nous avons : » ,_ By (X) = 1.

Nous avons en effet
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anBn,,C (X) = Zn: (Z) XEQ-X)"F o (X (1-X) =1" =1

en appliquant la formule du bindéme de Newton
" n
b n_ ( ) kbnfk
(a+b)" =% (,)a" """,
k=0
et en prenant a =X et b=1— X.

c. Une définition récursive des polynomes de Bernstein.

Démontrer que pour tout entier naturel n > 1 et tout k € [1,n — 1], nous
avons

Bup(X)=(1-X)Bp_1x(X)+XB,_15-1(X).

Cette propriété nous permet de donner une définition récursive des polynomes
de Bernstein en convenant que B, =0si k <0ou k > n.

Nous avons
n—1
k—1

n—1
k

—xrn e [(0) (20)

or, la formule du triangle de Pascal, nous donne

")+ G0 =n(2)v

k
2. La famille B,= (B0, Bn1,--.,Bnn) est une base de R,, [X].

(1 — X) Bn—l,k (X) + XBn—Lk_l (X) = (1 — X) ( )Xk (1 _ X)n—k'—l + X(

donc (1 —X)Bp_1(X)+XBy_15-1(X) = ( )Xk (1- X)nik = Bk (X).

Soit m un entier naturel non nul. On note R, [X] lespace vectoriel des
polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal & n. On se propose de
démontrer que la famille B,,= (B0, Bn.1, - - -, Bn,n) est une base de R,, [X] par
deux méthodes différentes.

a. La méthode directe.

a. i. Quel est pour tout k € [0,n] le degré et la valuation de B, j 7

Pour tout k € [0,n], Bp i (X) = (Z) X5 (1= X)"" est de degré n et de

valuation k. On rappelle au passage que la valuation d’un polynome est le degré
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du son monoéme de plus bas degré. Ainsi, dire qu'un polynéme a une valuation
nulle revient & dire que son terme constant est non nul.
a. ii. Démontrer que B,, est une famille libre de R,, [X] en considérant les valuations.
Soit (Ag, ..., An) € R tel que Y ) o Ax Bni (X) = 0. On se propose de
démontrer par récurrence sur k € [0,n] que tous les coefficients A\j sont nuls.
En évaluant la fonction Y ;o Ap Bpy (t) en t = 0, il vient A\gBp,(0) = 0,
c’est-a-dire A9 = 0 puisque B,, o (0) = 1. Supposons que pour k € [0,n — 1],
on ait \g = --- = A\, = 0. Nous avons alors zl":kH Al By, (X) =0, et donc
tFt1pP(t) =0, ou

P(t) = zn: by (7)#*“@“) -t

I=k+1
On en déduit que P (t) = 0 pour tout ¢ # 0 et donc que P (0) = 0 par continuité
de P en 0. Or, pour tout ! € [k + 2,n], le polynéme (7) X!=kt1) (1 — x)n

est de valuation > 1, donc
P (0) — )‘k+1 n OO (1 _ O)H—(k-‘rl)
k+1 ’

n
00 (1 — )"+ £ .
)0

Par conséquent, on a bien démontré par récurrence sur k que Ay = 0 pour
tout k € [0,n]. En conclusion, la famille B,, est bien une famille libre de R,, [X].

et donc Ag41 = 0 puisque (

a. iii. En déduire que B,, est bien une base de R,, [X].

Comme B,, est une famille de n 4+ 1 vecteurs de R, [X] qui est un espace
vectoriel de dimension n + 1, on en déduit que B,, est bien une base de R,, [X].

b. Le recours & un endomorphisme de R, [X].

Pour tout P € R,, [X], on pose

0, (P)(X)=nXP(X)+X(1-X)P (X),
ou P’ (X) désigne le polynome dérivé de P (X).
b.i. Veérifier que ¢,, est bien un endomorphisme de R,, [X] et qu’il vérifie,
pour tout k € [0,n], v, (Bnk) = kBn k-

Nous savons que :
V(P,Q) € Ry [X]*,V (A, 1) € R, (AP + Q)" (X) = AP (X) + p@ (X).

Il sensuit que : ¥V (P, Q) € R, [X]?, V (A, p) € R2,

P (AP +pQ) (X)  =nX (AP (X) +pQ (X)) + X (1 - X) (AP’ (X) + p@Q' (X))
=A(nXP(X)+ X (1-X)P' (X)) +pnXQ(X)+X(1-X)Q (X))
= Ap, (P) (X) + g, (Q) (X))
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Ainsi ¢,, est bien R-linéaire.

Par ailleurs, nous pouvons décomposer R, [X] en la somme directe R,, [X] =
R,—1 [X] @& Vect ({X,,}). Or, il est immédiat que ¢, (R,—1[X]) C R, [X] et
nous avons ¢, (X") = nXX" + X (1 - X)nX"! = nX" € R,[X], donc
v, (R, [X]) C R, [X]. Par conséquent, ¢,, est bien un endomorphisme de R, [X] .

Par ailleurs, on a: ¢, (Bno) (X) =nX (1 - X)"=X (1 - X)n (1 — Xyt =
(X —nX)(1-X)" = 0, ¢, (Bun) (X) = ¢, (X") = nX" et, pour tout
kell,n—1],

P (Bni) (X) =nXBn i (X) + X (1-X) B, (X)

=X () XF =X X =0 () X @ -0 - (- b x0T
=nX (Z) Xk - X)”*’c + (Z) [ka 1- X)n—kﬂ —(n—k)XF (1 - X)n—k}

_ (Z) Xk (l—X)nik MX+k(Q1-X)—(n—k)X)=kB,i(X).

On a donc bien ¢,, (B k) = kB, ; pour tout k € [0,7].
b.ii. En déduire que B, = (B0, Bn1,-- -, Bnn) est bien une base de R,, [X]
et que 'endomorphisme ¢,, de R,, [X] est diagonalisable.

Nous venons de montrer que, pour tout k& € [0,n], By, est un vecteur
(ici un polynome) propre de endomorphisme ¢, associé a la valeur propre
k. Autrement dit, les polynomes By, o0, By 1, ..., By n sont des vecteurs propres
de ¢,, associés aux valeurs propres respectives 0, 1, ..., n, et donc a des valeurs
propres deux a deux distinctes. Il s’ensuit que ces polyndémes sont linéairement
indépendants. En d’autres termes, (B 0,Bn1,--.,Bnn) est un famille libre.
Comme il s’agit d’une famille de n + 1 vecteurs de R,, [X] qui est un espace
vectoriel de dimension n + 1, on en déduit que B,= (B0, Bn1,--.,Bnn) €st
bien une base de R, [X].

Comme il existe une base de R,, [X] formée de vecteurs propres de ¢,,, nous
pouvons affirmer que ¢,, est diagonalisable.

b.iii. L’endomorphisme ¢,, de R,, [X] est-il bijectif ?

Comme 0 est valeur propre de ¢,,, 'endomorphisme ¢,, n’est pas injectif et
donc pas bijectif.

c. Application a I’étude de B, : P+— > _( P (%) B, ; (X).

c. i. Démontrer que ’on définit un endomorphisme B,, de R,, [X] en posant

B, (P)(X) = éop (7’2) Bu (X)  pour tout P € R,, [X].
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On démontre comme pour ¢, que B, est bien une application linéaire.
D’autre part, il est immeédiat que : Im (B,,) C Vect ({Bn0,Bni,---sBnn}) =
R,, [X]. Par conséquent, B, est bien un endomorphisme de R,, [X].

c. ii. Cet endomorphisme est-il bijectif 7

Déterminons le noyau de cet endomorphisme. Pour tout P € R,,[X], B,(P) =0
impose (Vk elo,n], P (%) = 0) car B,= (Bn,0,Bn1,---,Bnn) est une base de
R, [X]. Donc, si P € Ker(B,), alors P admet n + 1 racines distinctes.
Comme deg (P) < n, cela impose a P d’étre le polynome nul. Par conséquent,

Ker (B,) = {0}, et donc 'endomorphisme B,, de R,, [X] est injectif. Comme
lespace vectoriel R,, [X] est de dimension finie, on en déduit que B,, est bijectif.

Partie B. Les polyndmes de Bernstein et les probabilités
Considérons une variable aléatoire Y qui suit une loi binomiale de parameétres

n et p,oun € N*etpel0,1].

1. a. Donner un exemple de situation probabiliste pouvant étre décrit par une telle loi.

La loi binomiale B (n,p) est la loi du nombre de succés obtenus en la suite
de n répétitions indépendantes de la méme épreuve de Bernoulli avec pour
chacune la méme probabilité de succes égale & p. En d’autres termes, une
variable aléatoire suivant une loi binomiale de parameétres n et p peut s’écrire
comme la somme X7 + --- + X,, de n variables aléatoires définies sur le méme
espace, indépendantes et suivant toutes une loi de Bernouilli de paramétres p
(i.e., & valeurs dans {0, 1}, les événements {X = 1} et {X = 0}, respectivement
appelés succes et échec, étant de probabilité respectives p et 1 — p).

Une situation probabiliste pouvant étre décrite par une telle loi est donc celle
d’un schéma de Bernoulli, & savoir de la succession de n répétitions indépen-
dantes de la méme épreuve de Bernoulli (i.e. de la méme expérience aléatoire
ayant deux issues possibles : le succes et 1’échec) avec une méme probabilité de
succes égale & p. On peut par exemple penser au tirage avec remise de n boules
dans une urne contenant une proportion p de boules blanches (succes) et 1 — p
de boules noires (échec). Le nombre X de boules blanches obtenues suit alors
une loi binomiale de paramétres n et p

b. Pour tout k € [0,n], que représente alors By, . (p) en termes probabilistes ?

Une variable aléatoire Y qui suit une loi binomiale de paramétres n et p est
une variable aléatoires discrétes a valeurs dans [0,n] dont la loi de probabilités
P est donnée par :

vkelon], PUY =k = (1) 0=p)"" =Bui(p).

(Remarquons que cette relation définit bien une loi de probabilité car tous
les By, 1, (p) sont positifs et >} By (p) = 1 : voir A.l.a.b.). En effet, en
reprenant les notations précédentes,
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PUY =k} =P ({é X = k})

or, lévénement {Y ), X = k} est I'union disjointe des k parmi n événements
élémentaires {(e1,...,en)}, ou k des e; sont égaux & 1 et n — k des e; sont
égaux a 0, et la probabilité de chacun de ces événements {(eq,...,e,)} est

égale a pF (1 —p)"_k, donc par additivité de la probabilite P({Y =k}) =
n .
()P (1=p)"" = Bui ).

2. a. Que représentent les sommes Y ;_ kBy i (p) et > p_o k*By i (p) pour YV ?

Les sommes Y ,_ kB i (p) et Y.}, k*Bn i (p) représentent respectivement
I'espérance de Y et lespérance de son carré Y2,

b. Rappeler comment il est possible d’exprimer >;'_, kB, i (p) en fonction
de n et de p

b. i. En utilisant le calcul de I’espérance de Y.

Reprenons les notations introduites dans la correction de la question 1.
Comme Y = >";'_, Xy, il vient par linéarité de 'espérance

E(Y)= él E (X)) = élp = np.

b. ii. Par un calcul direct.

Pour tout (z,y) € R?, la formule du binéme nous donne (z +y)" = >} _, (n) xhyn =k,

En dérivant par rapport a x, puis en multipliant par x, on obtient :
nz(z+y)" ' = 2”: k (:) ahyn k.,
k=0
En prenant x = p et y = 1 — p, on obtient ainsi :
n n
np(p+1-p)" " =Yk ()P A=) = Y kB ()
k=0 k=0

cest-a-dire E (Y) = >} _o kBni (p) = np.

c. Quelle est la variance de Y ? Rappeler comment on peut la calculer.

Reprenons les notations introduites dans la correction de la question 1. On a
Y = ZZ:1 X} et les variables aléatoires X1,..., X, sont indépendantes, donc :

V)= £ VXD = 3 pl-p) =mp(1-p).

d. i. En déduire la valeur de >, _, k*B,, i (p) en fonction de n et de p.

En vertu de la formule de Koenig-Huygens, nous avons :
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V(Y)=E([Y?) -E(Y).

Compte tenu des résultats des questions précédentes, on en déduit directement
que :

kzi:(] K Bu (p) = E(Y?) =V (Y)+E (Y)? = np (1 — p)+(np)® = np+n (n —1)p?

d. ii. Comment aurait-on pu établir ce résultat directement ? (c’est-a-dire par
un calcul n’utilisant pas celui de la variance de Y).

En dérivant par rapport & x, puis en multipliant par z, dans la relation

n(x+y)" Zk()klnk,

qui est vérifite pour tout (z,y) € R? (voir la correction du b), il vient :

n(n—1)a%(z+y)" Zk ( ) aty"h,

(remarquer que dans cette derniére somme, les termes correspondant a k = 0 et
k =1 sont tous les deux nuls). En prenant x = p et y = 1 — p, on obtient ainsi :

Tl(?’l—l) (p+1_ Zk ( )pk - 7L k Zank Zan,k(p);
k=0

k=0

et donc E(Y?) =) _k*Bui(p)=EXY)+n(n—1)p*=np+n(n—1)p?

Partie C. Les polyndémes de Bernstein et la géométrie

On se place dans le plan affine euclidien P rapporté & un repére orthonormé
(O T,] ) Etant donné un entier naturel n, on se donne un (n + 1)-uplet
P= (Po,Pl7 ..., P,) de points de P.

On appelle courbe de Bézier de degré n associée a P, la courbe de P qui est
paramétrée par

pr [O,l]—)P
t— M (t),

- N BN .
ot OM (t) =3, _y B,k (t) OP;. Cette courbe de Bézier de P sera noté B (P)
et on dit que les points Fy, Py, ..., P, en sont les n + 1 points de controle.
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1. Premiéres propriétés.

a. Cette définition d’une courbe de Bézier de P est-elle correcte 7 En
d’autres termes, est-ce qu’elle dépend du choix du repére R, et en particulier
de celui du point O 7 Peut-on l'exprimer en termes de barycentre 7

YV n Ty

La relation vectorielle OM (t) = ", _ Bn.k (t) OP}, signifie que M (t) est le
barycentre du systeme de points pondérés ((Po; Bpo (1)), ..., (Pn; Bnn (£))). Ce
barycentre existe car le poids total du systéme est égale a 1 (les polynomes de
Bernstein d’un méme degré forment une partition de I'unité en vertu du A.1.b).
La définition ne dépend donc pas du choix du repére ni de celui de O.

b. i. Déterminer fp (0) et fp (1).

Ona: fp(0)=Pyet fp(l) =P car B,o(0) =B, (1) =1et (B, (0) =
Osik#0)et (Bpr(l)=0sik#n).

b. ii. Pour tout ¢ € [0, 1], exprimer les coordonnées (z (t),y (y)) de M (¢t) dans R
en fonction des coordonnées respectives (zo,¥o0), - - - ,(Zn, yn) des n+ 1 points de
controles Py, ..., P,.

Comme fp (t) = bar ((Po; Bno (1)), ..., (Pn; Bnn (t))), on aimmédiatement :
T (t) = o Buk (t) 2k

y(t) = EZ:(] Bk (t) yx

b. iii. Démontrer chacune des deux propriétés suivantes :

(I) Pour tout ¢ € [0,1], fp (¢) est un point de 'enveloppe convexe de
{]307 P17 e 7Pn} ]

Comme fp (t) = bar ((Po; Bno (1)), ..., (Pn; Bnn (t))), C’est une conséquence
immeédiate du fait que tous les poids sont positifs.

(II) Pour toute transformation affine ¢ : P — P, ¢ (B (P)) = B(¢ (P)), ou
¢ (P) désigne le (n + 1)-uplet (¢ (Py), ¢ (P1),..., ¢ (Pn)).

Toute transformation affine conserve les barycentres, par conséquent, pour
tout t € [0,1], on a :

o (fe (1) = ¢ (bar ((Po; Bno(t),- s (Pn; Bun (1))
= bar ((¢ (Po); Bno (1)),
= fop (t),

d’ou le résultat.

2. Etude d’un exemple et construction par points et tangentes.

2. a. On considére dans le plan P, le triplet de points non alignés P =
(Po, P1, Py), ou Py, Py et Py sont les points de coordonnées respectives (—1, 3),
(1,-1) et (3,2). Pour tout ¢ € [0, 1], on définit les points M; (t), M (t) et M ()
par les égalités vectorielles suivantes :
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— —— —
e OM; (t) = DB (t) OPF, + B (t) OP; ;

—— — —
[ ] OM2 (t) = Bl,O (t) OP1 + 3171 (t) OP2 N

ey

OM (t) = Bl,O (t) OM; (t) + B1,1 (t) OM, (t) .

2. a. i. Démontrer que, pour tout ¢ € [0, 1], le point M (¢) que nous venons
d’introduire n’est autre que le point fp (t), ou P = (P, P1, P3). Le lieu de M (t)
lorsque ¢ décrit le segment [0, 1] est donc la courbe de Bézier d’ordre 2 associée
aP.
Des relations vectorielles données, on déduit en effet que :
e e e e e
oM (t) = Bl,O (t) (BLO (t) OPF, + Bl71 (t) OP1> + Bl,l (t) (BLO (t) OP; + Bl,l (t) OPQ)

—

=(1-1) ((14)0—)130“0—13{) +t((1ﬂt)0P1 +tOP2>
= (1—1t)20P +2t (1 —t)OP, +t20P, = Y°2_ Bax (1) OP:

|

2. a. ii. Avec le module de géométrie dynamique, tracer les points Py, Py, Ps
et le lieu des points M; (t), Mz (¢) et M (t) lorsque ¢ décrit le segment [0, 1].
Que peut-on conjecturer au sujet de la position de chacune des droites (PyP;),
(P1Py) et (M (t) M (t)) pour tout ¢ € [0, 1], par rapport a la courbe de Bézier
d’ordre 2 associée a P 7 Vérifier que cette conjecture semble encore vérifiée
si I'on remplace P = (P, P1, P;) par d’autres triplets de points non alignés

Q = (Qo, @1, Q2).
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En observant ce tracé et plus encore ceux que l'on obtient en faisant varier
les sommets du triangle, on peut conjecturer que le lieu des points M (¢) lorsque
t décrit le segment [0, 1] admet la droite (PyP;) pour tangente en Py, la droite
(P P;) pour tangente en Py et la droite (M (t) My (t)) pour tangente en M ()
pour tout ¢ € [0,1].

2. b. i. Déterminer un systéme d’équations paramétriques de cette courbe
B (P).

En utilisant le résultat de la question 1.b.ii. on obtient immédiatement :

r=—1+4+4t

y=3—8t+ 7t

2. b. ii.Vérifier la conjecture émise au 2.i dans le cas particulier du triplet
P = (P, P, P).

La courbe est de classe C* sur [0, 1] car les fonctions = (t) = —1 + 4¢ et
y (t) = 3 — 8t + 7t? le sont comme fonctions polynomiales. Pour tout ¢ € [0,1],
nous savons que si le vecteur vitesse

— — —
V() =a"(t) i +y (1)
est non nul, alors B(P) admet une tangente en M (¢) qui est dirigée par ce
——— — — — . .
vecteur. Or, V(t) = 44 + (14¢—8) j # 0 et le calcul donne immédiate-
—

- ¢

— —
ment M; (t) Mz (t) =24 + (7t —4) 7 si bien que V (¢) = 2M; (t) M2 (t) # 0.
Donc, B (P) admet une tangente en M (t) et celle-ci n’est autre que la droite
(M (t) M2 (t)). En particulier, B (P) admet une tangente en M (0) = Py (resp.
en M (1) = P,) qui n’est autre que la droite (M; (0) Mz (0)) = (PoPy) (resp. la
droite (M1 (1) M2 (1)) = (P1P2)

2. c. Démontrer que, dans le cas général d’une courbe de Bézier d’ordre
2 associée a un triplet de points non alignés quelconque P = (P, Py, P;) de
P, la courbe de Bézier B (P) admet la droite (PyP;) pour tangente en Py et la
droite (P P;) pour tangente en Ps.

Le calcul de la dérivée des polynomes de Bernstein de degré 2 nous donne
pour tout ¢ € [0, 1],

By (t)=—2(1—t), By, (t) =2 —4t, By, (t) =2t
Il s’ensuit que B}, (0) = —2, B5,(0) = 2, B5,(0) = 0 et B5,(1) = 0,
, , , 2 _
B§,1 (1) = -2, B§72 (1) = 2, ainsi le vecteur vitesse V (t) =2’ (t) ¢« +y'(t) j =
n - n -
Y ko B;l’k B xri +> B;l’k (t)yr j est tel que

—~{ - — —_—
V(0)=2(x1—x0) © +2(1 — ) j =2PP
L - — —_—
VA)=2(@z—21) i +2(y2—y1) j =2P1 .
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Il en résulte que la courbe de Bézier B (P) admet bien la droite (PyP;) pour
tangente en Py et la droite (P;P2) pour tangente en Ps.

Partie D. Les polynémes de Bernstein et ’analyse

L’objet de cette partie est de démontrer le théoréme d’approximation de
Weierstrass en utilisant les polynémes de Bernstein :

Théoréme d’approximation de Weierstrass. Toute fontion réelle définie
et continue sur un segment [a,b] de R est la limite uniforme d’une suite de
fonctions polynomiales sur ce segment.

1. Résultats techniques préliminaires.

1. a. Démontrer que, pour tout ¢ € [0,1], on a ¢t (1 —t) < 1.

Ona:i—-t(1—-t)=2(1—-4t+4t*)=1(1- 2t)* > 0, d’ou le résultat.

1. b. Démontrer que, pour tout entier n > 1 et pour tout ¢ € [0,1], on a :

S (k—nt)’ By (t) = nt (1 —t).
k=0
On pourra utiliser les résultats obtenus aux questions A.1.b et B.2.

Nous avons vu que, pour tout entier n > 1 et pour tout ¢ € [0, 1], on a :
ZZ:O Bn,k (t) =1,
Soh_o kB (t) = nt,

veo k*By i (t) =nt +n(n—1)t%

Or,
S (k—nt)? Bug (t) = 3. K*Buy (t) — 20t Y kB (t) + (n)* > Buy (1),
k=0 k=0 k=0 k=0

donc : S p_o (k—nt)? By (t) = nt +n(n—1)t2 =2 (nt)* + (nt)? = nt (1 — ).

1. c. En déduire que, pour tout entier n > 1 et pour tout ¢ € [0,1], on a :

> (o i)QBn,k 0 < ;

k=0
Il découle du b que :
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puis du a que :

n E\? 1
Y (t-=) B <.
k=0 (t n) 0= 3

2. a. On considére une fontion réelle f définie et continue sur [0,1] de R et
n un entier > 1. Pour tout ¢ € [0, 1], on pose :

By (N0 = £ (%) Bus ).

Démontrer que, pour tout ¢ € [0,1], on a :

F0- B0 £ 101 (%) B
k=0
On a
OB = |F0) ~ i f (£) Bus )]

= |f (t) ZZ:O Bn,k (t) - ZZ:O f (%) B”ak (t)|
= [Zkoo (F () = £ () B (1))
<o | F @) = F(5)] B (1)

2. b. Démontrer que la fonction f est bornée sur [0, 1] et qu’elle vérifie :

Ve > 0, 30z>O,V(gc,y)€[0,1]27 lz —y| <a=|f(x)— f(y)| <

| ™

Comme la fonction f est continue sur le segment [0, 1], elle est nécessairement
bornée sur ce segment et, d’autre part, uniformément continue sur ce segment en
vertu du théoréme de Heine. Par conséquent, il existe M € R tel que |f (¢)] < M
pour tout ¢ € [0,1] et il existe un réel o > 0, tel que : V(z;y) € [0,1]%
lz—yl<a=|f(x) - f(y)| <5

2. c. i. Pour tout € > 0 et tout ¢ € [0, 1], posons K. (t) = {k € [0,n] ||k — nt| < na}.
Démontrer que :

10 -1 (%) st <

N ™

kEK.(t)

Pour tout k € K, (t), on a }% - t} < aet donc |f(t) - f (%ﬂ < § d’apres
le b. Par conséquent :
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e

r-1( > Bur)< S S Bu(t) =
keK.

(t)

| ™

keEK.(t)

sachant que les fonctions B, j, sont positives sur [0,1] et que >, _, Bn i (¢) = 1
(voir A.1).

2. c. ii. On pose : M = sup ({|f (¢)|}). Pour tout £ > 0 et tout ¢ € [0, 1],

te[0,1]
posons L. (t) = {k € [0,n] ||k — nt| > na}. Démontrer que :

101 (5) B <205 (-5 s

>
keL.(t)
Ona: Yper. [f @) = F () Buk ) < Eeroy IF @I+ [f (3)]) Bk () <
MY ycr iy B (t) < 2M 370 Bui (t). Or, pour tout k € L. (t), on a
|k — nt| > na et donc

1< o2
Par conséquent, on a bien :
k 2M 2 k>
S - (5)|Bae <2 2 (- 1) B,
k€L (t) n k=0 n
2. c. iii. En déduire que :
k M
S -1 (5) B0 s s
keLo(t) n ! 2na?

Onavuaulque: Y ,(t— %)2 Bk (t) < 4. Cela permet immédiate-
ment de déduire I'inégalité souhaitée du c.

2. d. En déduire qu’il existe un N € N tel que :

sup |f () = Bn (f) (1)] < &.

t€(0,1]

On déduit des résultats des questions 1 et 2 que, pour tout ¢ € [0,1], on a :

1F &) = Bu () O] < Xheroy [F @) = F(E)] Buk (O) + XZher. |F @) = F(5)] B (1)

LM

2na?

<

oo
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or,on a lim —2“4 > = 0, ce qui nous garantit I'existence d’un entier N tel que
n—-+oo <N
M

5z < 5 pour tout n > N. Pour tout n > N, on a donc : (pour tout ¢ € [0, 1],
|f (t) — By (f) (t)] <€), et donc :

sup |f(t) — Bn (f) ()] <e.

t€(0,1]

2. e. Qu’est-ce que cela signifie pour la suite de fonctions polynomiales
(Bn (f))nen- *
Cela prouve que : <

lim
n—-+4oo

sup |f (t) = Bn (f) (t)|> =0,
t€(0,1]

ou en d’autres termes que la suite de fonctions polynomiales (B, (f)),,cn~ con-
verge uniformément vers f sur [0, 1].

3. Supposons maintenant que f est une fonction définie et continue sur un
segment [a, b], ot (a,b) € R? est tel que a < b. Considérons la transformation
affine ¢ : [0, 1] — [a, b] définie par ¢ (¢) := a+ (b — a) t pour tout ¢ € [0,1] et no-
tons g la fonction fov. Pour tout n € N*, on pose : P, (t) = (B, (g) ov™ ") (¢).
Démontrer que la suite de fonctions polynomiales (P,),, . converge uniforme-

ment vers f sur le segment [a, b].

La fonction g = f o4 est définie et continue sur [0, 1] comme composée de
fonctions continues. D’aprés les résultats du 2, la suite de fonctions (B, (9)),,cn-
converge uniformément vers g sur [0, 1]. L’application 1 étant une bijection de
[0, 1] sur [a, b], nous avons :

sup |f () = Po (2)] = sup [f (¢ (1)) = Pu (¢ ()] = sup |g(t) — Bn(g) (t)]-

z€[a,b] te[0,1] te[0,1]

Par conséquent :

lim | sup [f(z) = Pu(2)] | = lim | sup |f(¢) = Bn(f) ()] =0,
n—+00 \ ze[a,b] n—+00 \ te0,1]
ce qui prouve le théoréme d’approximation de Weierstrass.

3. ii. Démontrer que :

b

lim &@ﬁ:/v@ﬁ

—
n+ooa

Comme la suite de fonctions polynomiales (P, ), cy. converge uniformément
sur le segment [a, b], nous pouvons échanger le symbole de passage a la limite
et le symbole de sommation sur [a,b], ce qui nous donne le résultat :

b b b
lim [ P,(t)dt= / lim P, (t)dt = / £ (t)dt.

n—-+oo a n—-+4oo

Y. Martinez-Maure

14



