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4 Atelier 1. Voyage dans l'univers des hérissons

Courbe! 
onvexe

Fon
tion! support

Droite support

Enveloppe

Le renard sait beau
oup de 
hoses. Mais le hérisson 
onnaît une grande 
hose.

� Ar
hiloque, poète gre
 
ité dans [25℄

L

a théorie des hérissons est une extension naturelle de 
elle des 
orps 
onvexes.

Elle s'étend aujourd'hui à de nombreux sujets : 
onvexité, surfa
es minimales,

hypersurfa
es algébriques, fronts d'onde, modèles du plan proje
tif, fra
tals, et
.

Cet atelier vous propose d'en dé
ouvrir les fondements dans un 
adre relativement

élémentaire. Les nombreux exemples et les illustrations permettront au le
teur

débutant d'appréhender l'essentiel en omettant les aspe
ts les plus théoriques. De

nombreux exer
i
es pratiques (et/ou) théoriques seront proposés. En�n, divers

problèmes ouverts seront soumis à la saga
ité des plus auda
ieux. Les enseignants

de mathématiques y trouveront une sour
e de problèmes de géométrie inédits.

Les se
tions 5; 6 et 7 ainsi que la sous-se
tion 1b né
essitent une 
ulture ma-

thématique plus solide et peuvent être omis en première le
ture. L'abondante

bibliographie permettra au le
teur d'approfondir les sujets de son 
hoix.

1.1 La genèse des hérissons

a. Le 
as des hérissons plans

Soit S

1

le 
er
le unité du plan eu
lidien R

2

. Nous dirons que C est une 
ourbe

fermée simple de R

2

si C est l'image de S

1

par une appli
ation 
ontinue et inje
tive

de S

1

dans R

2

. Une 
ourbe fermée simple bordant une partie 
onvexe de R

2

est

appelée 
ourbe 
onvexe. On rappelle qu'une partie A � R

n

est dite 
onvexe si elle

véri�e :

8(u;v) 2 A

2

; [u ;v℄ = ftu+ (1� t)v jt 2 [0 ;1℄g � A:

Une 
ourbe 
onvexe de R

2

est dite stri
tement 
onvexe si elle ne 
ontient au
un

segment [u ;v℄, où u 6= v.

La fon
tion support d'une 
ourbe 
onvexe C � R

2

est dé�nie sur S

1

par

h(u)= sup (fhu; vi jv 2 C g) ;

où h: ;:i désigne le produit s
alaire standard. Elle détermine C 
omme frontière du


onvexe

K =

T

u2S

1

P (u);

où P (u) est le demi-plan fermé d'inéquation hu ;vi � h(u). Pour tout u 2 S

1

, la

droite d'équation hu ;vi = h(u) est appelée droite support de C dans la dire
tion

u. Notons que h(u) représente la distan
e signée de 
ette droite à l'origine (elle

est < 0 si u pointe dans le demi-espa
e 
ontenant l'origine).

Si la 
ourbe C est stri
tement 
onvexe, sa fon
tion support h(�) dé�nie par

h(�) = h(
os �; sin �), est de 
lasse C

1

sur I = [0; 2�℄ (
f. [28℄, page 107). La


ourbe C peut alors se voir 
omme l'enveloppe de la famille de droites (D

�

)

�2I

,

où D

�

a pour équation
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Hérisson

Hérisson! proje
tif

Proje
tif! Hérisson

Largeur! d'un hérisson

x 
os � + y sin � = h(�): (1.1)

Cette enveloppe sera notée H

h

. La dérivation de (1.1) par rapport à � nous donne

� x sin � + y 
os � = h

0

(�); (1.2)

et il ressort de (1.1) et (1.2) que C peut être paramétrée par :

�

x = h(�) 
os � � h

0

(�) sin �

y = h(�) sin � + h

0

(�) 
os �:

Lorsque h : S

1

! R est une fon
tion de 
lasse C

2

quel
onque, h n'est pas

né
essairement la fon
tion support d'une 
ourbe 
onvexe. En revan
he, h peut

en
ore se voir 
omme la fon
tion support de l'enveloppe H

h

. Le 
al
ul pré
édent

nous donne la paramétrisation naturelle de 
ette enveloppe que nous appellerons

désormais le hérisson de fon
tion support h :

x

h

: S

1

� R

2

�! R

2

u(�) = (
os �; sin �) 7! x

h

(�) = h(�)u(�) + h

0

(�)u

0

(�):

Si H

h

admet une tangente T en x

h

(�), alors T = D

�

: u(�) est normal à T et h(�)

est la distan
e signée de T à l'origine. Nous avons :

8� 2 I; x

0

h

(�) = (h+ h

00

)(�)u

0

(�):

Par 
onséquent, le hérisson H

h

est régulier (i.e. x

0

h

(�) 6= 0 pour tout � 2 I), si

et seulement si la fon
tion R

h

= h + h

00

(qui s'identi�e au rayon de 
ourbure)

ne s'annule pas sur I . Les hérissons réguliers sont don
 des 
ourbes stri
tement


onvexes � voir fig. 1.1(a). Un hérisson qui n'est pas trop singulier (i.e. admet-

tant une tangente en 
haque point) est une 
ourbe admettant exa
tement une

tangente orientée dans 
haque dire
tion � voir fig. 1.1(b).

La distan
e signée entre les droites supports D

�

et D

�+�

est appelée largeur

de H

h

dans la dire
tion u(�). Un hérisson H

h

est dit proje
tif si sa largeur est

nulle dans toutes les dire
tions, 
'est-à-dire si h(� + �) = �h(�) pour tout � 2 I .

Un hérisson proje
tif pas trop singulier est une 
ourbe admettant exa
tement une

tangente non orientée dans 
haque dire
tion � voir fig. 1.1(
).

(a) (b) (
)

Fig. 1.1 � Trois exemples de hérissons
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Corps! 
onvexe

Corps! stri
tement 
onvexe

Fon
tion! support

Fon
tion! d'appui

Enveloppe

Constru
tion de hérissons plans

In[1 ℄ :=h[�_℄:= Sin[5�℄ dé�nit la fon
tion h.

In[2 ℄ := Parametri
Plot[fh[�℄ Cos[�℄ - h'[�℄ Sin[�℄; tra
e le hérisson H

h

h[�℄ Sin[�℄ + h'[�℄ Cos[�℄g;f�;0;2�g; sans le déformer ni

Aspe
tRatio -> Automati
; Axes -> True℄ représenter les axes.

Exer
i
e Déterminer la fon
tion support de l'ellipse d'équation

x

2

a

2

+

y

2

b

2

= 1.

(Réponse : elle est donnée par h(�) =

p

a

2


os

2

� + b

2

sin

2

�

�

:

b. Cas général

Un sous-ensemble non vide, 
ompa
t et 
onvexe de l'espa
e eu
lidien R

n

est ap-

pelé un 
orps 
onvexe. Un tel 
orps est dit stri
tement 
onvexe si sa frontière

ne 
ontient au
un segment [u;v℄, où u 6= v. La �gure 1.2(a) représente un 
orps


onvexe et la �gure 1.2(b) un 
orps stri
tement 
onvexe. Nous renvoyons le le
teur

intéressé par l'étude des 
orps 
onvexes à l'ouvrage de R. S
hneider [28℄.

(a) (b)

Fig. 1.2 � Deux exemples de 
orps 
onvexes

à tout 
orps 
onvexeK � R

n+1

est asso
iée une fon
tion support (ou fon
tion

d'appui) h

K

, dé�nie sur la sphère unité S

n

� R

n+1

par

h

K

(u) = sup (fhu;vi jv 2 K g) :

où h:;:i désigne le produit s
alaire standard.

Le 
orps K est déterminé par sa fon
tion support h

K

:

K =

T

u2S

n

E(u);

où E(u) est le demi-espa
e fermé d'inéquation hu;vi � h

K

(u).

Lorsque K est stri
tement 
onvexe, sa fon
tion support h = h

K

est de 
lasse

C

1

sur S

n

(
f. [28℄ 
or. 1.7.3.). Sa frontière �K peut alors être vue 
omme

l'enveloppe de la famille d'hyperplans (H

u

)

u2S

n

, où H

u

a pour équation

hx;ui = h(u): (1.3)

Cette enveloppe sera notée H

h

. La di�érentiation de (1.3) par rapport à u donne

hx;:i = dh

u

(:); (1.4)

où dh

u

désigne la di�érentielle de h : S

n

! R en u.
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Fon
tion! de 
ourbure

Hérisson! proje
tif

Proje
tif! Hérisson

Il ressort de (1.3) et (1.4) que la frontière �K peut être paramétrée par

x

h

: S

n

! R

n+1

; u 7! h(u)u+ (r

S

n

h) (u);

où (r

S

n

h) (u) désigne le gradient de h : S

n

! R en u.

Pour une expression plus 
ommode de x

h

, on étend h = h

K

à tout l'espa
e

8u 2 S

n

; x

h

(u) = rh(u);

où rh(u) désigne le gradient de h : R

n+1

! R;u 7! sup (fhu; vi jv 2 K g) en u.

Lorsque h : S

n

! R est une fon
tion de 
lasse C

2

quel
onque, h n'est pas

né
essairement la fon
tion support d'un 
orps 
onvexe. En revan
he, h peut en-


ore se voir 
omme la fon
tion support de l'enveloppe H

h

. Le 
al
ul pré
édent

nous donne la paramétrisation naturelle de H

h

que nous appellerons désormais le

hérisson de fon
tion support h :

x

h

: S

n

! R

n+1

u 7! h(u)u+ (r

S

n

h) (u):

On a bien sûr

8u 2 S

n

; x

h

(u) = r'(u);

où ' désigne l'extension positivement 1-homogène de h à R

n+1

� f0g (i.e. la

fon
tion dé�nie par '(u) = kukh

�

u

kuk

�

pour tout u 6= 0).

Notons que toute partie régulière de H

h

admet une orientation transverse pour

laquelle le ve
teur normal en x

h

(u) n'est autre que u. L'appli
ation x

h

peut don


s'interpréter 
omme la ré
iproque de l'appli
ation de Gauss.

Considérons la di�érentielle se
onde de ' en u 2 S

n


omme une forme bili-

néaire sur R

n+1

. Elle véri�e alors

d

2

'

u

(u; u) = 0 et d

2

'

u

(v; v) = hv; T

u

x

h

(v)i pour tout v 2 T

u

S

n

;

où T

u

x

h

est l'appli
ation tangente à x

h

en u. Ses valeurs propres sont don
 0 et les

rayons de 
ourbure prin
ipaux de H

h

enu. Pour n = 2, la moyenne R

(1; h)

(resp.

le produit R

h

) des rayons de 
ourbure prin
ipaux peut don
 s'é
rire

R

(1; h)

=

1

2

P

3

i=1

'

ii

�

resp. R

h

=

1

2

P

1�i; j�3

�

'

ii

'

jj

� ('

ij

)

2

��

;

où les '

ij

désignent les dérivées partielles d'ordre 2 de '. Bien sûr, u est 
onsidéré

i
i 
omme le ve
teur normal unitaire en x

h

(u). La fon
tion R

h

est appelée la

fon
tion de 
ourbure de H

h

: elle s'identi�e à l'inverse de la 
ourbure de Gauss.

On peut noter qu'elle est dé�nie sur toute la sphère et qu'elle s'annule exa
tement

sur le lieu singulier.

Un hérissonH

h

� R

n+1

est dit proje
tif si sa fon
tion support véri�e h(�u) =

�h(u) pour tout u 2 S

n

. Un tel hérisson est né
essairement singulier. Cela tient

au fait qu'il admet au plus un hyperplan tangent non orienté orthogonal à une

droite ve
torielle donnée (les hyperplans support H

�u

et H

u

sont 
onfondus quel

que soit u 2 S

n

).
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Fon
tions Mathemati
a!

\textttParametri
Plot3D

Longueur! d'un hérisson

Hérisson! longueur d'un

Aire

Constru
tion de hérissons dans R

3

In[1 ℄ := h[x_; y_; z_℄:=

p

x

2

+ 2y

2

+ 3z

2

dé�nit la fon
tion

(positivement 1 -

homogène) h.

In[2 ℄ := x

h

[x_; y_; z_℄:=

f�

x

h[x; y; z℄, �

y

h[x; y; z℄,�

z

h[x; y; z℄g tra
e le hérisson

Simplify[x

h

[x; y; z℄=: sans déformation

fx -> Cos[u℄ Cos[v℄; y -> Sin[u℄ Cos[v℄; z ->Sin[v℄g℄ ni représentation

Parametri
Plot3D[%; fu; 0; 2�g; fv; 0;�g; du 
adre ou des

Axes>True; Boxed -> True; axes.

Aspe
tRatio -> Automati
℄

1.2 Comment mesurer un hérisson plan?

Soit H

h

un hérisson 
onvexe de R

2

. Le quali�
atif � 
onvexe � signi�e i
i que H

h

est une 
ourbe 
onvexe. La longueur de H

h

est donnée (au signe près) par

l(h) =

Z

2�

0

h(�)d�: (1.5)

Exer
i
e Établir 
e résultat en observant que R

h

= h + h

00

ne 
hange pas

de signe pour un hérisson 
onvexe. Rappelons que si 
 : [a; b℄ ! R

2

est une

paramétrisation d'un ar
 de 
lasse C

1

, alors 
et ar
 a pour longueur :

L =

Z

b

a

k


0

(�)k d�:

L'aire de H

h

(i.e. 
elle du domaine 
onvexe bordé par H

h

) est donnée par :

a(h) =

1

2

Z

2�

0

h(�)(h+ h

00

)(�)d� =

1

2

Z

2�

0

�

h

2

� (h

0

)

2

�

(�)d�: (1.6)

Exer
i
e Utiliser la formule de Green-Riemann pour déduire 
e résultat de la

relation a(h) =

Z Z

K

dx dy, où K désigne le 
orps 
onvexe bordé par H

h

.

Pour un hérisson quel
onque, les relations (1.5) et (1.6) dé�nissent en
ore

une longueur et une aire algébriques [21℄. Pour h(�) = 
os(2�), l'aire a(h), qui

vaut �3�=2, s'é
rit � aire(D

h

), où D

h

désigne le domaine bordé par H

h

� voir

fig. 1.1(b) page 5. Le signe moins s'explique par le fait que x

h

(�) dé
rit H

h

dans

le sens des aiguilles d'une montre lorsque � dé
rit le segment [0; 2�℄ de 0 à 2�.

Pour h(�) = sin(3�), l'aire a(h) vaut �4� et s'é
rit �2 aire(D

h

), où D

h

désigne

le domaine bordé par H

h

� voir fig. 1.1(
) page 5. Le fa
teur �2 s'explique par

le fait que x

h

(�) par
ourt deux fois H

h

dans le sens des aiguilles d'une montre

lorsque � dé
rit le segment [0; 2�℄ de 0 à 2�:
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Longueur! d'un hérisson

Longueur! absolue d'un

hérisson

Hérisson! longueur d'un

Hérisson

Hérisson! fra
tal

Exer
i
e

1. Prouver que tout hérisson proje
tif non trivial (i.e. non réduit à un point)

H

h

� R

2

est d'aire algébrique stri
tement négative. Indi
ation : développer sa

fon
tion support h(�) en série de Fourier.

2. Prouver que tout hérisson H

h

� R

2

véri�e l'inégalité, dite isopérimétrique,

4�a(h) � l(h)

2

.

3. Prouver que N :h 7!

p

�a(h) est une norme asso
iée à un produit s
alaire sur

l'espa
e ve
toriel des hérissons proje
tifs plans dé�nis à une translation près.

La longueur absolue du hérisson H

h

est donnée par :

L(h) =

Z

2�

0

j(h+ h

00

)(�)j d�:

Cal
ul de la longueur et de l'aire

Le triplet (l(h); L(h); a(h)) se 
al
ule dire
tement 
omme suit :

In[1℄:=

�

Z

2�

0

h(�)d�;

Z

2�

0

j(h+ h

00

)(�)j d�;

1

2

Z

2�

0

h(�)(h+ h

00

)(�)d�

�

Pour les hérissons h(�) = 
os(2�) et h(�) = sin(3�)�voir fig. 1.1(b) et fig. 1.1(
)

page 5 � on obtient respe
tivement :

Out[1℄:=f0; 12; � 3�=2g

Out[1℄:=f0; 32; � 4�g

1.3 Constru
tion de hérissons fra
tals

Nous n'avons 
onsidéré jusqu'à présent que des hérissons de fon
tion support C

2

,

mais il est 
lair que toute fon
tion 
ontinûment di�érentiable h : S

1

! R dé�nit

une 
ourbe fermée :

x

h

: S

1

! H

h

� R

2

; u(�) 7! x

h

(�) = h(�)u(�) + h

0

(�)u

0

(�):

Cette 
ourbe sera en
ore appelée hérisson de fon
tion support h. Dans 
e


adre étendu, on ren
ontre de nombreuses 
ourbes très irrégulières et même des


ourbes fra
tales ! Nos exemples de hérissons fra
tals sont basés sur 
e fameux

théorème de K. Weierstrass qui stupé�a la 
ommunauté mathématique du XIX

e

siè
le. Il énonçait l'existen
e d'une fon
tion 
ontinue sur R qui n'est dérivable en

au
un point de R.

Théorème 1.3.1 (K. Weierstrass, 1872). Soit f une fon
tion réelle de la forme

f(x) =

P

+1

n=0

a

n


os (b

n

�x) ;

où a est un nombre réel de l'intervalle ℄0; 1[ et b un nombre naturel impair tel

que a b > 1 + 3�=2. La fon
tion f est 
ontinue sur R mais elle n'est dérivable en

au
un point de R.

Le le
teur en déduira aisément le 
orollaire suivant :

Corollaire 2.2. Soit h une fon
tion réelle de la forme

h(�) =

P

+1

n=1

1

�

n

sin (�

n

�) ;
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où � est un nombre naturel impair et � un nombre réel véri�ant � > � et

�

2

> � (1 + 3�=2) : La fon
tion h est de 
lasse C

1

sur R mais sa dérivée n'est


ontinue en au
un point de R.

Une telle fon
tion dé�nit un hérisson fra
tal :

Théorème 1.3.2 ([14℄). Soit h la fon
tion réelle 
onsidérée dans le 
orollaire

pré
édent. Le hérisson proje
tif H

h

est une 
ourbe fra
tale. Plus pré
isément :

(i) H

h

est une 
ourbe fermée qui n'est di�érentiable nulle part ;

(ii) H

h

est une 
ourbe de longueur in�nie.

Fig. 1.3 � Le hérisson fra
tal de fon
tion support h(�) =

+1

P

n=1

1

8

n

sin(7

n

�)

Soit (h

n

) la suite des sommes partielles de

P

1

8

n

sin (7

n

�). Le passage de H

h

n

à H

h

n+1

présente quelques similitudes ave
 la formation de la 
ourbe de von Ko
h

� voir l'atelier ??. On peut en parti
ulier observer l'apparition de � nouvelles �

singularités. Mais dans le 
as présent � voir fig. 1.3) � il apparaît en outre de

� nouvelles � auto-interse
tions et l'ensemble de la �gure se trouve transformé.

Nous renvoyons le le
teur intéressé par les fra
tals à l'ouvrage de H. O. Peitgen,

H. Jürgens et D. Saupe [26℄ � voir aussi l'atelier ??.

1.4 Modélisation de fronts d'onde et opérations

sur les hérissons

L'ensemble des hérissons parallèles à un hérisson donné (par exemple, à un héris-

son 
onvexe) modélise l'évolution d'un front d'onde � voir fig. 1.4 page 12 �.

Prenons un hérisson H

h

� R

n+1

. Pour tout nombre réel r, le hérisson H

h+r

est
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Hérisson! parallèle

Somme (de deux hérissons)

Hérisson! somme

dit hérisson parallèle à H

h

à une distan
e r. En e�et, x

h+r

(u) est déduit de x

h

(u)

par une translation de r unités le long de la normale orientée

8u 2 S

n

; x

h+r

(u) = x

h

(u) + r u;

(on suppose la normale dirigée par u). Les hérissons parallèles H

h+r

modélisent

l'évolution d'un front d'onde. Si le hérisson � de départ � H

h

est 
onvexe, les

fronts d'onde � extérieurs � resteront 
onvexes mais une partie des fronts d'onde

� intérieurs � présenteront des singularités. La �gure 1.4 représente l'évolution

d'un front d'onde � partant � d'une ellipse et se propageant � vers l'intérieur �.

Noter que le hérisson parallèleH

h+r

peut se 
on
evoir 
omme la somme du hé-

rissonH

h

et de la sphère de 
entre l'origine et de rayon jrj (orientée vers l'intérieur

ou vers l'extérieur suivant que r est < 0 ou > 0). La somme de deux hérissons

H

f

et H

g

est donnée par 
elle de leurs fon
tions support : H

f

+ H

g

= H

f+g

.

Géométriquement, 
ela revient à sommer � suivant les normales orientées � :

8u 2 S

n

; x

f+g

(u) = x

f

(u) + x

g

(u):

Exer
i
e

1. Soit H

h

un hérisson quel
onque de R

2

. Montrer que, pour tout nombre réel r

assez grand, les hérissons parallèles H

h+r

et H

h�r

sont des 
ourbes 
onvexes.

2. Quelles sont les singularités génériques des hérissons plans? Un hérisson plan

peut-il admettre un point de rebroussement de deuxième espè
e?

L'ensemble K

n+1

des 
orps 
onvexes de R

n+1

peut être muni d'une addition

et d'une multipli
ation par un s
alaire :

(i) 8(K;L) 2

�

K

n+1

�

2

;K + L = fu+ v ju 2 K; v 2 Lg ;

(ii) 8� 2 R;8K 2 K

n+1

; �K = f�u ju 2 K g :

Exer
i
e Véri�er que les ensembles ainsi dé�nis sont bien des 
orps 
onvexes.

On observe que 
es deux lois ne font pas de K

n+1

un espa
e ve
toriel. En e�et, il

est 
lairement impossible de dé�nir une soustra
tion dans K

n+1

qui soit l'opéra-

tion inverse de l'addition. En revan
he, les hérissons de R

n+1

forment un espa
e

ve
toriel dans lequel l'ensemble des 
orps 
onvexes de fon
tions support C

2

est

un 
�ne 
onvexe. Il est don
 toujours possible de soustraire de tels 
orps 
onvexes

à 
ondition de 
onsidérer le résultat de l'opération 
omme un hérisson.

Exer
i
e Représenter des di�éren
es de 
orps 
onvexes plans.

Le front d'onde � voir fig. 1.4 page suivante � se propage vers l'intérieur

de l'ellipse dont il est issu : des points de rebroussement apparaissent � voir

fig. 1.4(a) page suivante. Puis, le front d'onde se � retourne � et redevient 
onvexe

� voir fig. 1.4(b) page suivante. Le dernier plan � fig. 1.4(
) � représente

l'ensemble du mouvement.
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Surfa
e! non orientable

Plan proje
tif! réel

(a) (b)

(
)

Fig. 1.4 � Évolution d'un front d'onde

1.5 La surfa
e de Boy et les modèles hérissons du

plan proje
tif réel

La 
élèbre bande de Möbius est obtenue en re
ollant les deux bouts d'un ruban

de papier après lui avoir fait subir une torsion d'un demi-tour. Comme 
ha
un

peut en faire l'expérien
e, il s'agit d'une surfa
e non orientable (i.e. à une seule

fa
e : essayez don
 de 
olorier di�éremment 
e qui vous apparaît 
omme des fa
es

distin
tes) bordée par une seule 
ourbe (si vous tentez de la dé
ouper en son

milieu dans le sens de la longueur, vous n'obtiendrez qu'un seul mor
eau). La

paramétrisation suivante � voir la �gure 1.5 � nous a permis d'en obtenir une

représentation :

X : [0;1℄� [0; 2�℄ �! R

3

(r; t) 7�!

�


os (2t)

�

1 +

r

3


os(t)

�

; sin(2t)

�

1 +

r

3


os(t)

�

;

r

3

sin(t)

�

:

On peut se représenter 
ette surfa
e sous la forme d'un 
arré 
entré à l'origine,

dans lequel deux 
�tés opposés sont re
ollés abstraitement en identi�ant 
haque

point p à son opposé �p. Si l'on re
olle de la même façon les deux autres 
�tés du


arré, on obtient une surfa
e fermée (i.e. 
ompa
te et sans bord) non orientable.

Cette surfa
e est notée P

2

(R) et appelée plan proje
tif réel. Rappelons que la re-
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Bonnet 
roisé

Surfa
e! romaine de Steiner

Axe (de symétrie ternaire)

Fig. 1.5 � La bande de Möbius

présentation dans R

3

d'une surfa
e fermée non orientable admet né
essairement

des auto-interse
tions [11℄. Les premiers modèles 
onnus du plan proje
tif réel

dansR

3

admettaient en outre des singularités. Il s'agissait prin
ipalement du bon-

net 
roisé � voir fig. 1.15 page 27 � et de la surfa
e romaine de Steiner �

voir fig. 1.6. Cette dernière admet un axe de symétrie ternaire (i.e. elle est glo-

balement invariante par une rotation d'angle 2�=3 autour d'un axe) et ses seules

singularités sont les extrémités de trois 
ourbes de points doubles qui se 
oupent

en un point triple de l'axe de symétrie. La �gure 1.6 représente la surfa
e romaine

de Steiner, paramétrée par :

Y : S

2

� R

3

! R

3

; (x; y; z) 7�! (xy; yz; zx):

Le plan proje
tif P

2

(R) peut se dé�nir 
omme l'espa
e des dire
tions de droites

de R

3

, 
'est-à-dire 
omme la sphèreS

2

quotientée par l'antipodie puisque toute

droite ve
torielle 
oupe S

2

en deux points diamétralement opposés. Comme Y

passe au quotient, la surfa
e romaine de Steiner dé�nit bien un modèle de P

2

(R) .

(a) (b)

Fig. 1.6 � La surfa
e romaine de Steiner

W. Boy a 
onstruit en 1901 un modèle non singulier de P

2

(R) en réponse à D.

Hilbert qui s'interrogeait sur l'existen
e d'un tel modèle. Ce modèle est désormais
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Surfa
e! de Boy


onnu sous le nom de surfa
e de Boy. Plus ré
emment, François Apéry [1℄ en a

obtenu une représentation paramétrique polynomiale

P : S

2

� R

3

! R

3

; (x; y; z) 7�! (P

1

(x; y; z); P

2

(x; y; z); P

3

(x; y; z));

où :

8

>

>

<

>

>

:

P

1

(x; y; z) =

1

2

��

2x

2

� y

2

� z

2

�

+ 2yz

�

y

2

� z

2

�

+ zx

�

x

2

� z

2

�

+ xy

�

y

2

� x

2

��

P

2

(x; y; z) =

p

3

2

��

y

2

� z

2

�

+ zx

�

z

2

� x

2

�

+ xy

�

y

2

� x

2

��

P

3

(x; y; z) = (x+ y + z)

�

(x+ y + z)

3

�

+ 4(y � x)(z � y)(x � z):

Le le
teur intéressé trouvera une étude détaillée de 
es surfa
es dans l'ouvrage de

F. Apéry [2℄. La �gure 1.7 est 
onstruite à l'aide de 
ette paramétrisation. Comme

la surfa
e romaine de Steiner, la surfa
e de Boy admet un axe de symétrie ternaire.

(a) (b)

Fig. 1.7 � La surfa
e de Boy

En 1932, D. Hilbert et S. Cohn-Vossen s'interrogeaient sur la distribution des

normales dans 
e modèle du plan proje
tif réel : � Unfortunately, the way in whi
h

(the spheri
al image) is distributed over the sphere has not been studied � ([8℄, p.

320). Les hérissons proje
tifs de R

3

fournissent des modèles du plan proje
tif réel

pour lequels l'appli
ation de Gauss est une bije
tion (i
i, l'appli
ation de Gauss

asso
ie à un point de la surfa
e la dire
tion normale en 
e point). En e�et, un

hérisson proje
tif de R

3

admet par dé�nition un unique plan support non orienté

orthogonal à une droite ve
torielle donnée. Pour qu'un tel hérisson H

h

admette

un axe de symétrie ternaire, il su�t que sa fon
tion support

h : S

2

� R

3

! R;(x; y; z) 7�! h(x; y; z)

soit la restri
tion à S

2

d'une fon
tion symétrique sur R

3

(l'axe de symétrie est

alors dirigé par le ve
teur (1; 1; 1)) ou qu'elle soit de la forme

h(x; y; z) = F

�

x

�

x

2

� 3y

2

�

;y

�

y

2

� 3x

2

�

; z

�

;
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Surfa
e! romaine de Steiner!

version hérisson

Chapeau 
hinois

Arête de rebroussement

Queue d'aronde

où F est une fon
tion de 3 variables réelles (l'axe de symétrie est alors l'axe Oz).

L'auteur a obtenu ainsi une version hérisson de la surfa
e romaine de Steiner [19℄

le hérisson dé�ni par

h(x; y; z) = 2z

3

+ x

�

x

2

� 3y

2

�

� voir fig. 1.8. Mais vous pourrez 
onstruire vous-même vos modèles du plan

proje
tif en appliquant 
ette re
ette. Prenez soin toutefois de 
hoisir des héris-

sons proje
tifs pas trop singuliers : votre paramétrisation x

h

doit être lo
alement

inje
tive sauf au voisinage d'un nombre �ni de points. Ce n'est évidemment pas

le 
as pour le � 
hapeau 
hinois � � voir fig. 1.9 page suivante � de fon
tion

support h(x; y; z) = z

3

: i
i, x

h

est 
onstante sur l'équateur de S

2

(i.e. sur la se
-

tion de S

2

par le plan z = 0) qui 
orrespond à une singularité 
onique (le sommet

du 
hapeau). La �gure 1.10 représente un autre modèle hérisson du plan proje
tif

réel : le hérisson dé�ni par h(x; y; z) = 4z

3

+ 2x

�

x

2

� 3y

2

�

+ 3yz

2

�

y

2

� 3x

2

�

.

(a) (b)

Fig. 1.8 � Deux vues d'une version hérisson de la surfa
e romaine de Steiner

Voi
i en 
on
lusion un fameux problème ouvert soulevé pour la première fois

dans [13℄ :

Problème (ouvert). Existe-t-il un hérisson proje
tif ( i.e. un modèle hérisson

du plan proje
tif réel) dont le lieu singulier est réduit à une (ou plusieurs) arête(s)

de rebroussement immergée(s)?

Les singularités génériques des hérissons de R

3

sont les arêtes de rebrousse-

ment et les queues d'aronde [19℄. Les arêtes de rebroussement séparent les régions


ourbées positivement des régions 
ourbées négativement. Les queues d'aronde

� voir fig. 1.11 page 17 � sont portées par les arêtes de rebroussement : en

une telle singularité, l'arête de rebroussement n'est plus immergée mais présente

elle-même un rebroussement. On distingue deux types de queues d'aronde suivant
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Fig. 1.9 � Le 
hapeau 
hinois

Fig. 1.10 � Un modèle hérisson du plan proje
tif réel

que la � queue � est 
ourbée positivement ou négativement � voir fig. 1.11(
)

page 
i-
ontre et fig. 1.11(b) page suivante. Les travaux d'Arnold [3℄ permettent

de 
lassi�er les singularités génériques des hérissons de R

n+1

pour tout n � 5, en


onsidérant les hérissons x

h


omme des appli
ations de Legendre [19℄.
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Surfa
e! minimale

(a) (b)

(
)

Fig. 1.11 � Les singularités génériques des hérissons de R

3

1.6 Surfa
es minimales : quand les hérissons

font la bulle

Prenez un �l de fer et donnez-lui la forme d'une 
ourbe fermée simple et lisse.

Plongez ensuite 
e �l de fer dans un bain d'eau savonneuse. à sa sortie, il bordera

une pelli
ule de savon qui se rétra
tera jusqu'à atteindre une position d'équi-

libre. En e�et, la pelli
ule de savon bouge pour diminuer son énergie de tension

super�
ielle et s'immobilise lorsque les for
es s'exerçant sur elle se sont équili-

brées : l'énergie a alors atteint un minimum lo
al. Le 
al
ul des variations nous

apprend que les minima lo
aux de l'énergie 
orrespondent à 
eux de l'aire : en

position d'équilibre, la bulle de savon prend la forme d'une surfa
e qui réalise un

minimum lo
al de l'aire parmi les surfa
es de même bord qu'elle.

Problème (intuitif).Existe-t-il des pelli
ules de savon non orientables? (Indi-


ation : 
onsidérer un �l de fer bordant une bande de Möbius très étroite.)

Pour qu'une surfa
e soit un point 
ritique de l'aire parmi les surfa
es de même

bord qu'elle (
'est le 
as pour notre pelli
ule de savon en position d'équilibre), il
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Point! de bran
hement

Hérisson! minimal

Surfa
e! de Enneper

Surfa
e! de Henneberg

est né
essaire et su�sant que sa 
ourbure moyenne soit identiquement nulle. C'est

la raison pour laquelle on dit qu'une surfa
e immergée dans R

3

est minimale si

sa 
ourbure moyenne est identiquement nulle. Pour des raisons analytiques, il

est naturel d'étendre 
ette dé�nition à des surfa
es admettant un nombre �ni de

singularités, appelées points de bran
hement.

Les hérissons minimaux (i.e. de 
ourbure moyenne nulle) sont exa
tement

les surfa
es minimales (bran
hées ou non bran
hées) qui admettent au plus un

plan tangent orienté dans 
haque dire
tion. Si ' est l'extension positivement 1-

homogène à R

n+1

� f0g d'une fon
tion réelle h de 
lasse C

2

sur un ouvert 
 de

S

2

, la 
ondition pour que le hérisson H

h

soit minimal est que ' soit harmonique :

4' = 0:

Cette 
ondition est automatiquement véri�ée si h est la restri
tion à 
 d'une

fon
tion harmonique f : R

n+1

� f0g ! R positivement (�2)-homogène :

8v 2 R

n+1

� f0g ;8t > 0; f(tv) = t

�2

f(t):

Le hérisson minimal de fon
tion support

f(x; y; z) =

�

x

2

� y

2

�

(2r � z)

2(r � z)

2

; où r =

p

x

2

+ y

2

+ z

2

;

n'est autre que la fameuse surfa
e de Enneper � voir fig. 1.12 page 
i-
ontre.

Notons que tout hérisson H

f

se dé
ompose de manière unique en la somme d'un

hérisson 
entré H

g

(i.e. symétrique par rapport à l'origine) et d'un hérisson pro-

je
tif H

h

:

f(u) = g(u) + h(u);

où g(u) =

1

2

(f(u) + f(�u)) et h(u) =

1

2

(f(u)� f(�u))

Exer
i
e Véri�er que 
ette dé
omposition est unique et que H

g

est bien 
entré.

Pour la surfa
e de Enneper, on obtient ainsi :

g(x; y; z) =

x

2

� y

2

(x

2

+ y

2

)

2

et h(x; y; z) =

z

�

x

2

� y

2

�

(2r

2

+ x

2

+ y

2

)

2r

3

(x

2

+ y

2

)

2

:

Le hérisson proje
tif H

h

est une surfa
e minimale non orientable appelée surfa
e

de Henneberg. Le hérisson 
entré H

g

admet 5 plans de symétrie (à savoir les plans

x = 0, y = 0, z = 0, x = y et x = �y), 4 
ourbes de points doubles situées dans le

plan z = 0 et 4 points de bran
hement : le point

�

1=

p

2; 1=

p

2; 0

�

et les points s'en

déduisant par symétrie. Cette surfa
e minimale est représentée à la �gure 1.13.

L'auteur a établi dans [17℄ que la ra
ine 
arrée de l'aire des surfa
es minimales

est une fon
tion 
onvexe de la fon
tion support. Plus pré
isément, si H(S) désigne

l'espa
e ve
toriel des hérissons minimaux modelés sur un domaine 
ompa
t S � S

2

et dé�nis à une translation près, alors

p

a : H(S)! R; h 7�!

p

aire [x

h

(S)℄

dé�nit une norme asso
iée à un produit s
alaire (
e dernier s'interprète 
omme

une aire mixte). Le le
teur intéressé par les hérissons minimaux pourra 
onsulter

[13℄, [12℄, [17℄ et [27℄.
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Fig. 1.12 � La surfa
e de Enneper

Fig. 1.13 � La symétrisation 
entrale de la surfa
e de Enneper

1.7 Compléments et problèmes ouverts

Notre voyage 
hez les hérissons tou
he à sa �n. Avant de nous quitter, évoquons

brièvement quelques problèmes de géométrie relatifs aux hérissons.
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Stade de Bunimovit
h

a. Les jeux de billard

Une table de billard plane est un domaine D � R

2

bordé par une ou plusieurs


ourbes di�érentiables par mor
eaux. Le (système dynamique du) billard est dé-

�ni par le mouvement d'une parti
ule élastique qui se dépla
e dans D à une vitesse


onstante et qui rebondit sur le bord 
omme une boule de billard (l'angle d'in-


iden
e est égal à l'angle de ré�exion). Si la parti
ule (ou � boule de billard �)

heurte un 
oin de la table, la suite du mouvement n'est pas dé�ni. Certaines

formes de tables, telles les tables 
ir
ulaires, 
onduisent à une dynamique régu-

lière. D'autres, tel le stade de Bunimovit
h (bordé par une 
ourbe C

1

formée de

deux demi-
er
les joints par des segments parallèles) engendrent le 
haos. Qu'en

est-il du jeu de billard dans un hérisson plan sans point multiple (tels les hérissons

de la �gurefig. 1.1 page 5)? S'agit-il d'un système ergodique? Les points pério-

diques forment-ils une partie dense? Le le
teur intéressé par les jeux de billard

pourra 
onsulter le tour d'horizon de S. Taba
hnikov [29℄.

Exer
i
e Étudier le jeu de billard dans les hérissons de la �gure 1.1. Ces

billards sont-ils dispersants? En d'autres termes, un fais
eau de rayons parallèles

est-il dispersé après ré�exion? Représenter 
es jeux de billard.

Ces questions se posent également en dimension supérieure (les jeux de billard

ne sont que les �ots géodésiques dans les variétés riemanniennes à bord).

b. Les 
orps 
onvexes de largeur 
onstante

Soit K un 
orps 
onvexe deR

n+1

. On appelle largeur de K dans la dire
tion u, la

distan
e entre ses deux hyperplans support orthogonaux à u. Cette largeur w

K

(u)

est don
 donnée par

w

K

(u) = h(u) + h(�u);

où h désigne la fon
tion support de K. On peut noter que 
ette largeur est en
ore

dé�nie pour un hérisson H

h

� R

n+1

bien qu'elle puisse alors être négative. Les


orps 
onvexes de largeur 
onstante ont fait l'objet de très nombreux travaux

(voir, par exemple, le tour d'horizon de G.D. Chakerian et H. Groemer [6℄). De

tels 
orps ont été utilisés, par exemple, pour forer des trous 
arrés.

Soit K � R

n+1

un 
orps 
onvexe de largeur 
onstante et de fon
tion support

C

2

. Les milieux des diamètres de K forment un hérisson proje
tif : la frontière de

K est la somme d'un hérisson proje
tif et d'une sphère 
entrée à l'origine.

Exer
i
e Le prouver.

Les hérissons proje
tifs 
onstituent don
 un outil intéressant pour l'étude des


orps 
onvexes de largeur 
onstante (voir [15℄, [19℄ et [22℄). Voi
i un 
élèbre pro-

blème ouvert portant sur les 
orps 
onvexes de largeur 
onstante :

Problème (ouvert). Parmi les 
orps 
onvexes de R

3

de largeur 
onstante égale

à 
, quels sont 
eux dont l'aire est minimale?

Le problème a été résolu dans R

2

: il s'agit des triangles de Reuleaux (voir,

par exemple, [6℄).
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Podaire

Point! à l'in�ni

Plan proje
tif! dual

Dual(e)! Plan proje
tif

Exer
i
e Représenter des 
orps 
onvexes plans non 
ir
ulaires qui sont de

largeur 
onstante. Indi
ation : la somme d'un hérisson proje
tif non trivial et d'un


er
le de rayon assez grand donne un tel 
orps.


. Les points iso
ordes

Soit C une 
ourbe 
onvexe de R

2

(ou plus généralement une hypersurfa
e 
onvexe

de R

n+1

). On dit qu'un point intérieur à C est un point iso
orde de C, si toutes

les 
ordes de C passant par 
e point ont la même longueur. Les hypersurfa
es


onvexes qui admettent un point iso
orde peuvent être 
ara
térisées en termes

de hérissons de largeur 
onstante [18℄. Voi
i un autre problème ouvert 
élèbre

portant sur les points iso
ordes (pour plus de détails voir les arti
les de V. Klee

[9℄ et [10℄) :

Problème (ouvert). Existe-t-il une 
ourbe 
onvexe plane admettant deux points

iso
ordes?

Exer
i
e

1. Représenter des 
orps 
onvexes plans non 
ir
ulaires ayant un point iso
orde.

Indi
ation : 
onsidérer une 
ourbe 
onvexe d'équation polaire r = r(�), où r(�) est

une fon
tion > 0 non 
onstante véri�ant r(� + �) + r(�) = 
ste.

2. Soit C une 
ourbe 
onvexe lisse de R

2

. Étant donné ! 2 R

2

, on fait 
or-

respondre à 
haque point de C, la proje
tion orthogonale de ! sur la tangente

à C en 
e point. Cela dé�nit une appli
ation P

!

: C ! R

2

;m 7�! P

!

(m) dont

l'image P

!

(C) est appelée podaire de C par rapport à !. On étend 
ette dé�nition

aux hérissons en 
onsidérant les droites support au lieu des tangentes. Établir les

propositions suivantes :

(i) Si C est de largeur 
onstante, alors ! est un point iso
orde de la podaire

P

!

(C), mais 
elle-
i n'est pas né
essairement une 
ourbe 
onvexe.

(ii) Si ! est un point iso
orde de C, alors C est la podaire par rapport à ! d'un

hérisson 
onvexe de largeur 
onstante.

d. Dualité proje
tive et balles de tennis

Le plan proje
tif réel P

2

(R) est l'espa
e des dire
tions de droites de R

3

. Il s'iden-

ti�e à la sphèreS

2

quotientée par l'antipodie. Le plan a�ne réel se plonge natu-

rellement dans P

2

(R) : on peut le 
onsidérer 
omme le plan d'équation z = 1 et

identi�er 
ha
un de ses points à la droite ve
torielle qu'il engendre dans R

3

. Géo-

métriquement, 
e plongement 
orrespond à l'adjon
tion de � points à l'in�ni �,

à savoir les dire
tions de droites du plan a�ne (i
i les dire
tions de droites du

plan z = 0). Le plan proje
tif dual P

2

(R)

�

est l'espa
e des dire
tions de droites

de l'espa
e ve
toriel dual

�

R

3

�

�

. Il s'identi�e à l'espa
e des plans ve
toriels de R

3

,

et don
 par orthogonalité dans R

3

à P

2

(R).

Soit C une 
ourbe di�érentiable de R

2

� P

2

(R). à tout m 2 C, on asso
ie la

dire
tion orthogonale à l'ensemble des dire
tions formant dans P

2

(R) la tangente

en m. En d'autres termes, si 
ette tangente a pour équation ax + by = 
, on

asso
ie à m la dire
tion orthogonale au plan ve
toriel d'équation ax+by�
z = 0.

L'image de C est alors une 
ourbe (pas né
essairement di�érentiable) de P

2

(R) ,
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Courbe! duale

Dual(e)! 
ourbe

Dual(e)! Hérisson

Hérisson! dual

appelée 
ourbe duale de C et notée C

�

. En 
hoisissant judi
ieusement les � points

à l'in�ni �, il est généralement possible d'envisager C

�

dans R

2

. On notera que les

tangentes doubles de C 
orrespondent aux points doubles de C

�

:

Exer
i
e Supposons C de 
lasse C

2

. Montrer que les points d'in�exion de C


orrespondent aux points de rebroussement de C

�

.

On dé�nit également la notion de hérisson dual en 
onsidérant les droites

support au lieu des tangentes.

Exer
i
e

1. Le dual d'un hérisson H

h

� R

2

est-il né
essairement une 
ourbe simple?

2. Soit H

h

� R

2

un hérisson dont la fon
tion support ne s'annule pas. Montrer

que son dual H

�

h

n'est autre que la 
ourbe d'équation polaire r =

1

h(�)

.

3. Représenter des 
ouples de 
ourbes duales.

La �gure 1.14 représente un 
ouple de 
ourbes duales : le hérisson de fon
tion

support h (�) =

1

3� 
os (4�)

et la 
ourbe d'équation polaire r = 3� 
os (4�).

(a) (b)

Fig. 1.14 � Deux 
ourbes duales

On peut également dé�nir une 
ourbe duale 
omme une 
ourbe sphérique.

C'est ainsi que l'auteur en a déduit deux 
as parti
uliers du théorème de la balle

de tennis de V. I. Arnold (voir [16℄ et [22℄).

Théorème de la balle de tennis (V. I. Arnold [4℄). Soit C une 
ourbe fer-

mée simple et lisse de la sphère S

2

. Si C divise S

2

en deux parties d'aires égales,

alors C admet au moins 4 points d'in�exion ( i.e. où la 
ourbure géodésique s'an-

nule).

Nous voi
i arrivés au terme de notre voyage. Nous n'avons survolé i
i que

les appli
ations les plus � visualisables � des hérissons. Nous aurions pu nous

intéresser également à leurs appli
ations aux zonoïdes [24℄, à l'étude d'inégalités

géométriques [20℄, aux hypersurfa
es algébriques [13℄, et
. Nous aurions pu aussi

dé�nir des hérissons plus généraux et parler, par exemple, des polygones hérissons

ou en
ore envisager des problèmes liés à la théorie des EDP 
omme le problème
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de Minkowski (problème de la 
ourbure de Gauss pres
rite) [24℄. Ce sera peut-être

pour un pro
hain voyage 
hez nos amis les hérissons . . .

1.8 Les 
odes Mathemati
a de 
et atelier

Figure 1

1.a. In[1 ℄ := h[t_℄:= 10 + Cos[3t℄

1.b. In[2 ℄ := h[t_℄:= Cos[2t℄

1.
. In[3 ℄ := h[t_℄:= Sin[3t℄

In[4 ℄ := Parametri
Plot[{h[t℄ Cos[t℄ - h'[t℄ Sin[t℄,

h[t℄ Sin[t℄ + h'[t℄ Cos[t℄},{t,0,2�},

Aspe
tRatio->Automati
, Axes->True℄

Figure 2

2.a. In[5 ℄ := Show[Graphi
s[{Hue[0.1℄,

Polygon[{0,3},{0,0},{5,0},{4,2}℄,

Disk[{0,0},3,{90 Degree, 180 Degree}℄,

Disk[{1,0},{4,2},{180 Degree, 360 Degree}℄,

Aspe
tRatio->Automati
℄

2.b. In[6 ℄ := Show[Graphi
s[{Hue[0.1℄,

Disk[{0,0},3,{90 Degree, 180 Degree}℄,

Disk[{0,0},{5,3},{0 Degree, 90 Degree}℄,

Disk[{1,0},{4,1},{180 Degree, 360 Degree}℄,

Aspe
tRatio->Automati
℄

Figure 3

In[7 ℄ := h[t_℄:=

5

P

k=1

Sin[7

k

t℄

8

k

In[8 ℄ := Parametri
Plot[{h[t℄ Cos[t℄ - h'[t℄ Sin[t℄,

h[t℄ Sin[t℄ + h'[t℄ Cos[t℄},

{t,0,�},PlotPoints->100000,Aspe
tRatio->Automati
,Axes->True℄

Figure 4

In[9 ℄ := h[t_℄:=

p

1 + Sin[t℄

2

In[10 ℄ := T=Table[Parametri
Plot[{(h[t℄� n) Cos[t℄ - h'[t℄ Sin[t℄,

(h[t℄� n) Sin[t℄ + h'[t℄ Cos[t℄},{t,0,2�},

Aspe
tRatio->Automati
, Axes->True,

DisplayFun
tion->Identity℄,{n,0,2.3,0.23}℄

Show[Table[T[[i℄℄,{i,1,5}℄,DisplayFun
tion->$DisplayFun
tion℄

Show[Table[T[[i℄℄,{i,5,10}℄,DisplayFun
tion->$DisplayFun
tion℄

Show[Table[T[[i℄℄,{i,1,Length[T℄}℄,DisplayFun
tion->$DisplayFun
tion℄

Figure 5

In[11 ℄ := Parametri
Plot3D[{Cos[2t℄ (1 +

r

3

Cos[t℄),

Sin[2t℄(1 +

r

3

Cos[t℄),

r

3

Sin[t℄},

{r,0,1},{t,0,2�}, PlotPoints -> {10,63},
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LightSour
es->{{{1,0,1},RGBColor[0,1,1℄},{{0,1,1},RGBColor[1,0,0℄}},

Aspe
tRatio->Automati
, Axes->True, Boxed->True℄

Figure 6

In[12 ℄ := Simplify[{xy, yz, zx}/.

{x->Cos[u℄ Cos[v℄, y->Sin[u℄ Cos[v℄, z->Sin[v℄}℄

Parametri
Plot3D[%, {u,0,2�}, {v,0,

�

2

},

PlotPoints->40, ViewPoint->{1,1,1},

LightSour
es->{{{1,0,

1

2

},RGBColor[1,1,0℄},

{{-

1

2

,

p

3

2

,

1

2

},RGBColor[0,1,1℄},

{{-

1

2

,-

p

3

2

,

1

2

},RGBColor[1,0,1℄}},

Aspe
tRatio->Automati
, Axes->True, Boxed->True℄

Show[%, ViewPoint->{-1,-1,-1}℄

Figure 7

In[13 ℄ :=

Simplify[{

1

2

((2x

2

- y

2

- z

2

) + 2yz(y

2

- z

2

) + zx(x

2

- z

2

) + xy(y

2

- x

2

)),

p

3

2

((y

2

- z

2

)) + zx(z

2

- x

2

) + xy(y

2

- x

2

),

(x + y + z)((x + y + z)

3

+ 4(y - x)(z - y)(x - z))}/.

{x->Cos[u℄ Cos[v℄, y->Sin[u℄ Cos[v℄, z->Sin[v℄}℄

Parametri
Plot3D[%, {u,0,2�}, {v,0,

�

2

},

PlotPoints->75, ViewPoint->{0,0,2},

LightSour
es->{{{-0.4,0.2,0.3},RGBColor[1,1,0℄},

{{0.3,-0.4,0.2},RGBColor[0,1,1℄},

{{0.2,0.3,-0.4},RGBColor[0,1,0℄}},

Aspe
tRatio->Automati
, Axes->True, Boxed->True℄

Show[%, ViewPoint->{0,0,-2}℄

Figure 8

In[14 ℄ := h[x_,y_,z_℄:=

x(x

2

- 3y

2

) + 2 z

3

x

2

+ y

2

+ z

2

In[15 ℄ := x

h

[x_,y_,z_℄:= {�

x

h[x,y,z℄,�

y

h[x,y,z℄,�

z

h[x,y,z℄}

Simplify[x

h

[x,y,z℄/.

{x->Cos[u℄ Cos[v℄, y->Sin[u℄ Cos[v℄, z->Sin[v℄}℄

Parametri
Plot3D[%, {u,0,2�}, {v,0,

�

2

},

PlotPoints->50, ViewPoint->{0,0,2},

LightSour
es->{{{1,0,3},RGBColor[1,0,0℄},

{{-

1

2

,

p

3

2

,3},RGBColor[0,1,0℄},

{{-

1

2

,-

p

3

2

,3},RGBColor[0,0,1℄}},

Aspe
tRatio->Automati
, Axes->True, Boxed->True℄

Show[%, ViewPoint->{0,0,-2}℄

Figure 9

In[16 ℄ := h[x_,y_,z_℄:=

� z

3

x

2

+ y

2

+ z

2

In[17 ℄ := x

h

[x_,y_,z_℄:= {�

x

h[x,y,z℄,�

y

h[x,y,z℄,�

z

h[x,y,z℄}
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Simplify[x

h

[x,y,z℄/.

{x->Cos[u℄ Cos[v℄, y->Sin[u℄ Cos[v℄, z->Sin[v℄}℄

Parametri
Plot3D[%, {u,0,2�}, {v,0,

�

2

},

PlotPoints->50, ViewPoint -> {-1,-1,-0.6},

LightSour
es-> {{{-1,-1,5},RGBColor[0,1,1℄},

{{0,1,1},RGBColor[1,1,0℄}},

Aspe
tRatio->Automati
, Axes->True, Boxed->True℄

Figure 10

In[18 ℄ := h[x_,y_,z_℄:=

2x(x

2

- 3y

2

) + 4 z

3

x

2

+ y

2

+ z

2

+

3yz

2

(x

2

- 3y

2

)

(

x

2

+ y

2

+ z

2

)

2

In[19 ℄ := x

h

[x_,y_,z_℄:= {�

x

h[x,y,z℄,�

y

h[x,y,z℄,�

z

h[x,y,z℄}

Simplify[x

h

[x,y,z℄/.

{x->Cos[u℄ Cos[v℄, y->Sin[u℄ Cos[v℄, z->Sin[v℄}℄

Parametri
Plot3D[%, {u,0,2�}, {v,0,

�

2

},

PlotPoints->66, ViewPoint->{0,0,5},

LightSour
es->{{{1,0,5},RGBColor[1,0,0℄},

{{-

1

2

,

p

3

2

,5},RGBColor[0,1,0℄},

{{-

1

2

,-

p

3

2

,5},RGBColor[0,0,1℄}},

Aspe
tRatio->Automati
, Axes->True, Boxed->True℄

Show[%, ViewPoint->{0,0,-5}℄

Figure 11

In[20 ℄ := Parametri
Plot3D[{u,v

2

,u

2

+ v

3

},{u,-0.4,0.4},{v,-0.6,0.6},

PlotPoints->40, ViewPoint -> {1.2,0.2,1},

LightSour
es->{{{-1,0.5,1},RGBColor[0,0.75,1℄},

{{2,1,0.5},RGBColor[1,1,0.5℄}},

Aspe
tRatio->Automati
, Axes->True, Boxed->True℄

Parametri
Plot3D[{u, uv + v

3

, u

2

- 2uv

2

- 3v

4

},

{u,-0.9,0.4}, {v,-1.1,1.1},

PlotPoints->40, ViewPoint -> {-0.5,0,2.5},

LightSour
es->

{{{-1,1,3},RGBColor[0,1,1℄},

{{1,1,3},RGBColor[1,1,0.2℄}},

Aspe
tRatio->Automati
, Axes->True, Boxed->True℄

Parametri
Plot3D[{-u, -uv + v

3

, -u

2

+ 2uv

2

- 3v

4

},

{u,-0.5,1.25}, {v,-1.2,1.2},

PlotPoints->40, ViewPoint -> {-1,0,2.5},

LightSour
es->{{{-1,0.5,2.5},RGBColor[0,1,1℄},

{{1,0.5,2.5},RGBColor[1,0.8,0.2℄}},

Aspe
tRatio->Automati
, Axes->True, Boxed->True℄

Figure 12

In[21 ℄ := h[x_,y_,z_℄:=

(x

2

- y

2

)

�

2(x

2

+ y

2

+ z

2

)

1

2

� z

�

�

(x

2

+ y

2

+ z

2

)

1

2

- z

�

2
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Bonnet 
roisé! hérisson

Hérisson! dis
ret

Bonnet 
roisé! hérisson dis
ret

Polyhèdre

In[22 ℄ := x

h

[x_,y_,z_℄:= {�

x

h[x,y,z℄,�

y

h[x,y,z℄,�

z

h[x,y,z℄}

Simplify[x

h

[x,y,z℄/.

{x->Cos[u℄ Cos[v℄, y->Sin[u℄ Cos[v℄, z->Sin[v℄}℄

Parametri
Plot3D[%, {u,0,2�}, {v,-

�

2

,0.9},

PlotPoints->50, ViewPoint->{0,2,1},

LightSour
es->{{{-1,0,1},RGBColor[0.4,0.6,1℄},

{{1,-1,1},RGBColor[0,1,0.6℄}},

Aspe
tRatio->Automati
, Axes->True, Boxed->True℄

Figure 13

In[23 ℄ := h[x_,y_,z_℄:=

(x

2

- y

2

)(x

2

+ y

2

+ z

2

)

3

2

(x

2

+ y

2

)

2

In[24 ℄ := x

h

[x_,y_,z_℄:= {�

x

h[x,y,z℄,�

y

h[x,y,z℄,�

z

h[x,y,z℄}

Simplify[x

h

[x,y,z℄/.

{x->Cos[u℄ Cos[v℄, y->Sin[u℄ Cos[v℄, z->Sin[v℄}℄

Parametri
Plot3D[%, {u,0,2�}, {v,-0.75,0.75},

PlotPoints->62, ViewPoint->{0,0,1},

LightSour
es-> {{{1,0,1},RGBColor[1,1,0℄},

{{-

1

2

,

p

3

2

,1},RGBColor[0,1,1℄},

{{-

1

2

,-

p

3

2

,1},RGBColor[1,0,0℄}},

Aspe
tRatio->Automati
, Axes->True, Boxed->True℄

Figure 14

In[25 ℄ := h[t_℄:=

1

3 - Cos[4t℄

In[26 ℄ := Parametri
Plot[{Cos[t℄/h[t℄, Sin[t℄/h[t℄},

{t,0,2�}, Aspe
tRatio->Automati
, Axes->True℄

Parametri
Plot[{h[t℄ Cos[t℄ - h'[t℄ Sin[t℄,

h[t℄ Sin[t℄ + h'[t℄ Cos[t℄},{t,0,2�},

Aspe
tRatio->Automati
, Axes -> True℄

Figure 15

Le bonnet 
roisé hérisson � voir fig. 1.15 page 
i-
ontre � est obtenu à l'aide

du 
ode suivant :

In[27 ℄ := Parametri
Plot3D[{r

5

Cos[t℄;

1

2

(r

6

Sin[2t℄), -r

4

},

{r,0, 1.4},{t,0,2�}, PlotPoints->50,

PlotRange->{-1,0}, ViewPoint -> {0,1,0.3},

LightSour
es-> {{{0,0.8,1},RGBColor[0,1,1℄},

{{1,0,1},RGBColor[1,1,0℄}},

Aspe
tRatio->Automati
, Axes->True, Boxed->True℄

Figure 16

Une version dis
rète du bonnet 
roisé hérisson : elle permet la 
onstru
tion d'un

polyèdre hérisson hyperbolique en s'inspirant de [23℄. La �gure 1.16 est obtenue

à l'aide du 
ode suivant

In[28 ℄ :=Show[Graphi
s3D[{
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Fig. 1.15 � Un bonnet 
roisé hérisson

Polygon[{{6,0,5},{3,2,-0.2},{2,3,0.2}}℄,

Polygon[{{6,0,5},{3,-2,-0.2},{2,-3,0.2}}℄,

Polygon[{{6,0,5},{3,-2,-0.2},{2,3,0.2}}℄,

Polygon[{{6,0,5},{2,-3,0.2},{3,2,-0.2}}℄

}℄,ViewPoint-�>{10,0,1.75},Boxed->False℄

Fig. 1.16 � Une version dis
rète du bonnet 
roisé hérisson
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